Appunti di: Alessandra Possidente
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Teoremi richiesti con
dimostrazione

1. Numeri reali e complessi: irrazionalita di V2 n-sime di un numero complesso.

2. Limiti e continuita:
Teorema di unicita del limite,
Teorema della permanenza del segno per successioni,
Teorema di convergenza di successioni monotone limitate,_
Teorema di esistenza dell’'estremo superiore (Weierstrass),
Teorema di Bolzano-Weierstrass di esistenza di punti accumulazione,
Teorema di continuita della funzione composta,_
Teorema degli Zeri,
Teorema dei valori intermedi.

3. Calcolo differenziale:
Teorema di continuita delle funzioni derivabili,_
Teorema della derivata di somma e prodotto e composizione di funzioni,
Lemma di Fermat,_
Teorema di Lagrange,_
Test di monotonia,_
Teorema di Taylor-Peano.

4. Calcolo integrale:
Teorema di integrazione per patrti,
Teorema di integrazione per sostituzione,
Teorema della media integrale,_
1° e 2° Teorema fondamentale del calcolo integrale,
Teorema di continuita della funzione integrale.

5. Serie numeriche:
Teorema del Rapporto,_
Teorema della Radice,_
Teorema di Leibniz.
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Appunti di: Alessandra Possidente

6. Vettori ed elementi di geometria analitica del piano e dello spazio:
Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz in Rn,_
formula della distanza tra un punto e un piano.

Teoremi

Irrazionalita di V2 n-sime di un numero complesso

Dimostrazione y2¢Q __ , x%=2_35 x.vV2

Cioe X’L: 2 non ha soluzioni nell’insieme dei numeri razionali.
Per assurdo supponiamoche x = n €

a m’\- n )
Allora O_-_X=_W;>(\m'\',__ 2t & pov o> M € pa
n L—  quaisiosi 0 o sonddes
(‘mTer\ &6 %0

=>M=2Q con PG 2
QUINDI
2
(o} 2
VL ol gedlr | 2 0. (1 \0) =D /Z/r\i:/—fi IOZ B m"Z:'y_P'Z
N < (_m\,v —~ med n hanno in comune il fattore 2 poiché pari

Ma inizialmente si pud considerare m e n primi tra loro

non Namo nessun fathoe
Gomerd. o loro o Sdo 'L RU- Hek

-> assurdo

Teorema di unicita del limite
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Proprieta fondamentali dei limiti di successioni:
Unicita del limite

% 3 QG O € [finko) o o Lmie & ONG

NS + R

VWL sty Succedzione ton Pu.:\ OUULCLANU. o due QLimate
GLJL v < -
e Se | Umie egigde < unico

Dimostrazione unicita del limite
|Se il limite esiste & unico
Supponiamo che una successione abbia due limiti ,chm %: o 1
n
ﬂ?'\”“ 0= €

Definizioni

Jeso ANy (eyem [ azN ()= fa e <&

geso ANz (e)em [/ azNy(&)= fa-e, [<&

Sia. €70 0<1@1-€41=181-Qn +Qpn-Cal = Usiame 1o glin.
tiangolare del peddo
< |Q{‘in n I@«\"Q’L\=\Oﬂ\,“€ﬂ‘l*\ou\‘Q'Ll<e+6:(b6
e ny N, (E)
N7 Ny (6)

&eg{}eno\o N(E): = max (N1(€,)) Ny [£)) ho che

nz NCEY => o> Ny (8] = 1eq-€,] <x2¢
ny Na (€)
Yer0  Per (o propuota ondimedeo. dai . aotdorols adduomo
! k_,} Proprieta archimedea
€1-€21=0 =y e{=€, lo-bl-o=
D> a-beO s g=-b
M:\(:J:-mir\
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Teorema della permanenza del segno per successioni

5. Permanenza del segno
Q> O &b 8e n x-e\ posting | &0 Limite
; QJ”\M E = 2 PO
P Umyrolo  Sqppoiome e R <O < 5¢egliom

&15—%>O~épu A0 Qe
Quindt IN(EYZO / L€ <0, <Qi¢ . 0-%

7

= L <O _yomardo,an;o et~ Qio\ < Qo
2 ANt -
Ronte

Teorema di convergenza di successioni monotone limitate

Teorema: convergenza delle successioni montone limitate
o0

SR {Kng 4C\’f\

© Sia questa una successione monotona crescente = ----- >Qn < X Nt e
(-> i numeri della succes. continuano a crescere)

N =

° E superiormente limitata
Cioé IMe W\ tole dre
LI VN R

O{Kngo::lg (—C’O:H] coe Xn s M !

o . 1 > TR

x| X2 X ™

Abbiamo una successione di numeri reali che parte da X1, ma c’é una barriera che non verra
mai oltrepassata

miora 3 Qiy X € R Lim soned S0

‘ﬂ.»HN
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DIM E sufficiente mostrare per il teorema di completezza di R che la successione & di Cauchy

Procediamo per assurdo
Supponiamo che {X_n} non sia di Cauchy

Proprieta di Cauchy

LN

6670 EN(fﬂ;O/V\)mzN@3=> \O-v\”ow'n—x\<6

Negare Cauchy dwe indici

i¢r0 /Y N7 4 Fagws 7 N = | KnXmml = €

(La successione parte da 1 ma e un
valore che abbiamo deciso noi)

ol (stoNva. €

X =€ In €
i due pInti n
Sam
X“\L \/\“1 Xm"b X“'L M

Costruiremo coppie di successioni tutte a distanza > di epsilon in modo che ogni intervallo sia
disgiunto dall’altro. A un certo punto supereremo la barriera M. i ) i
(non gid SurRmiomnente  Knlay

Possiamo sempre supporre che I'indice di tipo m_N < n_N cosi per la
monotonia avremo che

XTY“,QS XhN

E il modulo di [ Xan = ¥\ = €

XY\N_ Koy :IXV\N/XN’\N\B ¢

XV\N7/XNY\N+6 T ol selbo. gQrano M €
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(( )
Visto che / \d N7 L Posso scegliere N a piacimento

N:’( - E| ﬂ1>fw\1>/i\_/ Xn1>Xm1+5 X

Scelgo N = al piu grande degli indici precedenti: N= ndi

e NEGO CRAUCHY (N - Q1 pid o indict p\'eced-)

N < V\;L"g v\.,_>m@2‘f\/\/

XV\—L 2 qu'*é_, = Pér\, MOr\OTdWLo\

e X'Yﬂo_ Z XfH
(e fa. Monotonia)
Z XndtEtC il i
MO nd gl pOsTO & w2 ,c¢ In
= Y My + ‘)_E/ RalTo i 8 P[Odim'.ﬂm{“oe) Cue& loL

1" disuglag Lanyo. 3k

Iterando (ripetendo all’infinito questo procedimento)

N R+d = Ny — piv g,rouno\e de&u indice trovaki
el passo precedente

Xaw 7o 77 Yoms + KE g
Dlto d: ¢
@2¢
@QJ Poveoo R SalTlomo 3% R ¢
Nanno tult lnghewa  olmeno €.

Mandiamo k all’infinito. Per la proprieta di monotonia dei limiti:

Leoan Xr\r\ 2 Qi (\(m\ﬂ_‘f KZ\:

R=>+o0 Ko 4 0Q
& volee
= %Nﬂ¢+€ * [ Qe \Q\: + OQ
K= + oo
=> oy Xpne =+ R RSIURND Perdnd |0 {X”}:Q-)Lé per ipotes:
R—=>+ 00 )

sqperiorment?  limitaton

:>{ X"%m«f e d Cowc‘vuﬁ - M C-Drx\)@t%_wc\Q o R
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Teorema di esistenza dell’estremo superiore (Weierstrass)

Dimostrazione teorema di Weierstrass - conTl

Sia [Qk bl C R unintervallo chiuso e limitato e ,’_6 8 /fav)bj),
) Ua\ﬁo\o x ttto _f_

Allora esistono punti di massimo e minimo globali di f su [a,b] cioe 1Y ™) XM £ {0\1\)]
Tali che l

%(XM\\ =" QLK)f {Z [XH\ = .| Minms  YWNinD

X_m & il punto di minimo, m & il valore minimo;
X_M & il punto di massimo, M ¢ il valore massimo di f.

In altre parole
trow twolon di %

\
m= Min Im(f)gm\m oo amune | o a0 demiio J inwm;{na Sons ( LbI{u.‘ wll'asce 4
M= Max Im(f)

o (f) < T4 ER: e [00)F womogre o £

A N
u Ci sara un punto dove assume valore minore
GIH
Y’/]Q(x',)

t —

o o

Come si dimostra: proviamo I’esistenza del massimo
Sto M-_ 8u.P ’rm(f]_- S}up _'((X) per le proprieta dell’estremo superiore
x elab)

] J 6Lm[i€) Ljﬂ—>H pe N

In corrispondenza sia X , ¢ [&l\ol : Si)-(x«:\\=\5n \fr\?_ﬁ_

(Se &f i € | o 'immagine & formata dai valori che la f assume)

Ma la successione 3 ¥n§ < [a.,bb) & un insieme limitato e infinito

contenuto nell’intervallo [a,b] Perché possiamo
sempre scegliere gli
Y_n tutti diversi fra loro

o)
Quindi possiamo applicare il teorema di Bolzano-Weierstrass all’insieme { xngr& )

N
j iy € [thl di accumulazione per {XN% n =1

lolone  mex
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Esistera una sotto successione (formata da alcuni punti di quella di partenza)

R

30 < a | Preeman O %ﬁ,

Xv\v; X X'n ¥r74 toke o Lo, Yl\R =

R~>+00 Y A
Cosa vuol dire per la funzione di partenza: di .f i emrspnrdears o
H‘: hm\ (ﬂ,\_ ﬁ (.Xn,) = "(km'\ f (,Xv\;(\ =
N +W n —H—OQ K346 -
y }6") =2 “#P(:r,,,,}

Utilizziamo il fatto che f & continua nel punto XM

| L | bite delle J) in o
4 (U Yoo . 9 (X ) th GV AR

K->+n
x_% P = ()
Cox, { [(Yw =
1 = & Qe I (2) M= estremo superiore dei valori che f
afuw H x € [Lab) f T4 assume nell’intervallo

M appartiene all'immagine di f essendo il valore di f nel punto X_M
Quindi M = MyxLm UQ )

Abbiamo dimostrato che I’estremo superiore & il massimo dell'immagine: punto di massimo

J[ -'(Ol'i_:l — R 1)()?3 =

(0,1] & limitato ma non chiuso, e

xé(old_]

non ¢ limitata (non ammette massimo) infatti

—hx],l.

Len 1/x< 4 QO asintoto verticale

K50%
A
5 fp Tm(f) = o == T® non super. limitata
&iTrome = se(01] ™ b
Swyervove

i ot ¢ otiwe  fec (p1)) tam nonsd up. . Bian.

Jr A= R {\ (x)= >< Vxem

le‘emq onTinue in (R

jec(mm R dovinio o { R jae ¢ el
¢ fLnon g S«A)@VQAW\*N@\ A
Lo 1\ noe 0 ie W\ONY}\,W\Q‘Fﬂ G(F) non Lindkoko

Dimostrazione teorema Bolzano-Weierstrass
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Dimostrazione teorema Bolzano-Weierstrass WRtione C’(
’f’ﬁ{’%% ELR uonTaTd }L'ﬂﬁ e BLerene W prto ol
#E =0 QIR X ge®
L (1> \
M A 9 \
?L[)Ljir:l J x cinnEL In RS = g—\-ML(_O
D-osorpy ..
— f L -
Goindi TR LTSN k| Yol
XS4W
= limYoto _s tetonsts ia | = [Qn )boJ
ntecashe
(e n [&or ba]\: xR (CGsowo0 potiint)
DICOTONIA (52
e & cr Bo%oo o loye [0 0] « [0l
AU edio 2

In alvens wo. dale dip "IQ of emo OO purki A €.
Ne J(.EHUQLn\D UNO. confenerne o0 ?Q\iLﬁLd@ﬁDJﬂWYO [qulo‘]}"

i # Lt [\[&11‘3{]5:%
Itecond\o (ae ooy
o Wwa, Tvaemiore  devoncevte di Latecuoli

I-G‘K-H JbK-H]C [O‘\c Ibr:] .- < [Q.o lbﬂJ

o Qropage
B (B0 [0we bd) - Nk>0
ohamo e 5_& < ¢ omene « H0PeR. WA 1oL dax Po
3 bx } e deoun(@nke « INFeR Lendoto. 4o O
|l - —t—t— Ogn\i intervallo & lungo la
i a, 8 b b bo meta del precedente
Per il teorema di convergenza leM ﬂ,g JE) Q).m.. \:m
delle successioni monotone K 13
2 ‘QA “b 3 0> Lunghezza
“wh " = g : - (s Do) _ k-esimo
[-‘um &“\ lhé‘h b\, \:“ U‘_)‘R ﬂ’“\_ gg 9K intervallo

Tt
1L O Qiow by €,
R foea Lm

cordidoro  §. O acumdoHore
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#(EH[Q\RIL;.:]}:OQ \'\'JK _:_’O
3 XR €tn i&‘ﬁh\ﬁl / XF\ + X %K 0 Lvate on 2 Qo . o ~QW0 “inlenalle
SR T RN 5 R

PORTDG.O K = Lo QO £ DLoea XK E /Q/‘{W‘ EJI“\ =x
\ 'S W X

= 1 Lim Xg:X
[N

Abbiamo verificato la condizione che si assicura che x & un punto di
accumulazione per I'insieme E=> x & E.

Continuita delle funzioni composte

Continuita delle funzioni composte

Siano date le due funzioni f:A—>B e g:B—>R con AcR, BcR.

Se f & continua in XgeA e g & continua in f(xp)eB allora la funzione composta g
of & continua in Xo.

Teorema

Sia (g of) (x) =g[f(x)] la funzione composta di f(x) e g(z). Se f(x) & continua in

Xo si ha lim f(x)=1(x,), e se g(z) & continua in zo=f(xo) si ha
XX,

lim g(z) = g(z,), allora la funzione composta g[f(x)] &€ continua in X e risulta

z—z,

lim g[fx)]= g[xli)ril f(x)} = g[f(x)]

XX,

Teorema degli Zeri
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Teorema degli zeri

- insemg { cSonTinug ney'iatenolle chivso (a6t ’p
- . ] . . Se Ale) 5B =l
Sion f— € ?: (La'b]‘] F & continua nell’intervallo chiuso [a, b] Pasre
i closse £
dter- ()<

{0)- £(b) <O  Fassume valori di segno opposto agli estremi a e b) 7

und § ST O V' odse

Wors 3 ¢, € (@) dor § ot oo o (0120

b,

In altre parole:
G(f) intercetta con il dominio [a,b]

VIR TSNS B

Intercetta
— Intersezione # dal vuoto
QL
y: —ﬁ[b) Bl e e s i
Dimostrazione:
Do ttoeno Qg - Q, be -=b o deoens AL puto cadio C
c= owotbs #Cﬁjbt:\(o =() N\Qm
I
AlLore. .{(c\;(} a f\a e &e P an’(‘d cecoto Sppre _fff]-'fo € allog,

Qfﬁn]- {(O<o opeone { (Vs £(be)<O

Se f£Ca¢0 il 2egme woineida sco f (o) <cen L(b)

Agli estremi di esattamente una delle meta Blu ,fj ] [EJ btﬂ, la funzione assume valori di
segno opposto:

chio-mo [&1 ibﬂ o, neTow { [Q\‘\‘] . ;g [b{\‘i@

Iterando, dopo un numero finito di passi,in uno dei punti medi F si annulla, e allora ci fermiamo
perché abbiamo trovato lo zero di F, oppure otteniamo una sequenza di intervalli decrescenti.

[bea, bed € a0, e ]2 [0, e
tole .fl (ok\ £ (hbrysO ¥k 20

Come weoto a2k e per Q0. ducotomio
1 Girn ook = Qicen o = Koéﬁfl\bj
K 'Y
Poro ol QEacsner=paiorsrsmassscite oo, Ma«u&gﬁ/\@w’rﬁ_
¢ P @ Teoemo. S pauvorento. dul ~LQTo
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xka ALTARE (be)EO

(f:'\rm Ef&r\\\. (Q}m {Z(bn\ =0

Perle pomicts doi Lok

Uiato G'sz; ¢ CONTINNA aersiorno {:wu"(*wﬂ. = Qi m_u.o.‘m.%fomn*n d*g

{ [:E»;ﬁm 0k ﬁ(ﬂiw bx)=0O

Xo Yo
_{1(7(03- f (X -501 Ko = T geal Sop(Q.
I XLV O

ﬁmn%U\E’

Teorema dei valori intermedi

Teoremi richiesti con dimostrazione
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Teorema dei valori intermedi

Ston #écf[ﬂ;;bﬂlﬂ éamm m eM U el Miaime ¢ Mayvpmo wlow

(pe 0 Boame df Weiestonss) . A (Love- l'm[r\: [m]r‘l]

. =

o ﬂﬂ..:mw.%;ngdq.# Fa [a]b__l < 2 cdero®o dhioes L M]
|

H
/\‘F- \/\
VY

X, b

L ]

Quindi Im(f) non ha buchi & cioé connessa.

DIM. Siano KM j X M € Lu 1‘3} i punti di massimo e minimo rispettivamente di f

Considedamo TN (lambda) K€ (,m1ﬁ] e la funzione
valore intermedio

%r[?\mlihj—’m g(‘F):F[K‘i—}\

g€ ([ Y, You]) Poiché differenza di funzioni continue

Poiché g [Hm)= f (XY L =tm-x< 0
8({,1): Flxu)- L =M-»>o

9 (k) * g (xn) <0

possiamo applicare a g su [Xm,XM] il teorema degli zeri e ottenere

TR E (e Yo
(M) > f k) ==

cime  Fe Xy )=k

C[U.;-ru:ki N €Lm(F] b heE (rmJ M) .

pec cunk [r\m}H) ﬁlm(f\"ﬁ [M\,H]

CoNTemete Alencis

Duusomeandie wm,M £ PN gadinel: Lo (F =[~n,H:|
Teorema di continuita delle funzioni derivabili
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Derivate Teo. Le funzioni derivabili sono continue

Lemma: continuita delle funzioni derivabili
se _f ¢ dewwlbde in x.0. af’ ¢ Conhun An Xo
Condizioni necessaria affinché f sia derivabile & che sia continua (ma il contrario non & vero)
/fcgn‘.fl':mu-o- =5 f darvedile.
llfgt’._‘)h?-llv'\us— ﬁ ﬂﬁdﬂa’ll\/ﬁb;'»‘é@

Dimostrazione
/S"Mq 4 00~ ﬁl‘“}tﬂr‘m L) — LK) o (x-¥o) =
<> Ko ¥ ¥ao
(r=xo)

(MMMJ : (E,irm (}(‘Xo\]:—

xo  ¥—Xo X=>Xo

= foa\-Q:O =" R e %U:,ﬂ: #‘:Kn)- emi@wﬁn@ n Yo
X o

ev.g .

Controesempio f(x)= |x|

ex) = 1xl <€ R
La funzione modulo & continua in Kg :() manon derivabile

Esercizio: perché la funzione modulo non & delrivabile
MU NOTLO N pec CATRED

1. Laf e derivabile in x_0 se esiste il limite del rapporto incrementale.
2. Se esiste, il limite deve essere unico: limite destro e sinistro devono essere uguali.
3. Se la derivata destra e sinistra non coincidono in un punto x_0, i limiti destro e sinistro non

coincidono ¢ il limite del rapporto incrementare non esiste, di conseguenza la funzione non
e derivabili in quel punto.
4. Visto che per definizione

Ye Ix R j: {x'aexzo

-x == x=0

Mo
\ L pe x>p  Limite del rapporto incrementale destro & diverso da quello
£ O = —4 pa x<O sinistro: derivata sinistra e destra in zero non coincidono

Teorema della derivata di somma e prodotto e composizione di
funzioni
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Teo. Proprieta di calcolo per la derivata essendo la derivata tecnicamente un limite
(limite del rapporto incrementale), le

proprieta discendono da quelle del limite

o, per

1,142+ pg) - Af tpg

2. Regola di Leibnitz

Derivata di prodotto tra due funzioni=

la W A . A
(f:g V=g ~ {49
Esempio: ( x* senx)’ = (x)’ senx+ x sen'x = 1+ senx+xcosx

Dimostrazione

ho oggiunte @ Yolto
moporar'o INCRE M.

T |
(£g)1 R -18g) (Ro) _ [[fen Ll Jo (X4 pi0) / (g - ()

)\/—Ko Y %o

%o
—_—

= £(0)-1 o) _ qUoF ferey- g0 —g (x)

x—Xo N —%e

RAftoRTD 'LTRQWW df

e | r—""_“‘—'———-"‘l\—-—-—-\
=& (re)r g (xe) + £ (K=}~ g' (o)

Teoremi richiesti con dimostrazione
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3. Quoziente

J af
Per esercizio dobbiamo partire dal rapporto incrementale f\g e aggiungere e togliere la
stessa cosa per mettere in luce il rapporto incrementale

4. Derivazione funzione composta

11 teorema per la derivata della funzione composta
(o chain-rule), permette di calcolare 1a derivata di
fF (x) ) una composizione di funzioni sotto forma di
9‘ prodotti e derivazioni concatenate,

(§-FVexr= g (Lo fon

Dimostrazione rapporto incrementale della funzione composta

L 3 (LN~ g (Lcxa) =

K3%o - Xo

Lo 0N g (Bl | ({m-ftxon j |
5% gcx\f{txg\ ¥ Ko

(“‘N‘“ g U = g (goxen) ). ( Limn LX) — {'—tm‘a) 2w
I=%Xo —FDﬁ)— :§(ij X2 Xo % —%g

COMDIO - CnLadi . %o-"—‘_{zfﬁoj (J'-=:{2(&‘sﬂia aﬂ(anrlj

— .o ( — g (yo) ¥ J\c = ! ok = J P
il (%“ﬂud%j @SN R A

= 9 (o) £k

Lemma di Fermat
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Lemma di Fermat

! 2 desnlpp on Xo (3£'(%0)eM) ollewn £°0N0) -O-
g e s
wod Yo oo “\‘Oa in Ko € Oowaomiod Punto critico: si

o ond o 1@ ds annulla la derivata (=0)

4 La derivata nel punto critico (dove ¢'& Max\min) & 0

La retta tangente in X_0 & orizzontale

f {’KO\' / L Punto critico: si annulla la derivata (=0)

una funzione che ammette un massimo od un minimo
relativo o assoluto in un punto, e che sia ivi derivabile, ha
Ko necessariamente la derivata prima nulla nel punto. La

retta tangente in quel punto & orizzontale

Siay = f(r)una funzione con dominie Diom| f) € R. Se xy € Dem( ) & un punto estremante per 1,
@ la funzione & desivabile in quel punio, allora si ha che

h 4

et

[lzg) =0

I'annullamento della derivata prima di una funzione derivabile in un punto x0 del dominio & condizione necessaria
affinché =0 sia un punto di massimo o minimo relativo (quindi eventualmente anche assoluto) per la funzione.

@.LMQEM‘-HW . Xo posto di maminmo goole }Uy@pﬁoa@

¥ ¢ (a,0) = £ -_i_fj(ﬂo) STUDNG i L RAPE. nCR

S‘»Pp:mx amo  os \O(LQY‘CI.Q\Q,, (Poiché x0 & un punto di massimo relativo, dato un decremento [o incremento?] f(x0), vale)

‘Cl-::xfz(o{b {,Gﬂ“{i[ﬁa‘lf@ ., foi-pto)
X -Xo <O X=Kd e

= fer |a eer ma.nento. :log\mb
se f(x) & derivabile in un punto, i

;‘f J%\,: &2 :ﬁ—cﬂ T ;E— (o) >0 limiti per x-»x_0+ e x-»x_0-
X=Xo T -t devono essere uguali

e “l"‘ ”\'D"’-x"‘OI

P —£050) <O 200 —pecs

N —¥Xo 79 ¥ Yo
) . A) - o)
{106 ivn IR XG0
' N
i Xa‘ & | due limiti sono rispettivamente limite
destro e limite sinistro della derivata prima,
Per 'ipotesi di derivabilita di f in x0 in due
] limiti devono coincidere, quindi essendo
=5 El (fo) 20 o una volta > e < I'unico caso possibile & che
= =7 -E o) dot owew siano entrambi =0;
=90 vwalla, quindi f'(x_0)=0
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ESEIT'IEiO
| L) 1-0=9
£x)= X ﬁ’:lx £ 'Cor=0

e Xo=0 e pow“\\-o di muwmo  nelia Jlunh'mﬁ_

rs T
b

il

controesempio 3 — y
Fosx =% {'(0)=0

¥o. ()  Eun punto critico ma non & estremo

.

>
it

I'annullamento della derivata prima di una funzione
derivabile in un punto x0 del dominio & condizione
necessaria affinché x0 sia un punto di massimo o

/ o=0 minimo relativo (quindi eventualmente anche

assoluto) per la funzione.

v

Osservazione | alemma permette di restringere la ricerca di estremi di una funzione
in (a, b) ai punti critici (solitamente pochi) e ai punti di non derivabilita

x"= { (%) £ =30 T ix=jo[=t [o

i) )= (x| x€IR
_?f[x]: +% X =0

—x | Xko B

—22

Skt ; ~11

f e decolriQe pec X 40 TN L

£ (x)=q ¥2° *1 11

el =1 2 |2
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¥ >o TR i x >t 4
x-0 <=0
X L0 (x)-f0 . @x-0 _gi 32" @1
X-0O N-O
= @ L 46 d0) . 2'(0) N0l aminlu
o S - S — R N —

Pascha  £'0x) 40 per ¥ ¥ 0 o Jummioe Non WA ESTREM <o R\{O}

ln Xo =0 <€  Jovmo S fermal now 2 opplice parcke NOU ¢sisTe
desvotfa pimo. nolk c-n‘(dair\@

(=> L'UNIER IPOTES) & Deve widlew g deuudta wel pontO Che trom and )

H'CL ]Efﬁio dxée 6N
=>» X,p=0 e O
£ {G) =0 nownLonegy 6«@9 ole

Teorema di Lagrange

Teorema di Lagrange (o del valor medio o dell'incremento finito)

:€€ C([a;bj) dex valsres 1 t’GL_‘,b\] fllovo %HCE-[E-JE)‘]/
fjm:l:a gfb;:j (@ ciod Lo ko tongrrte o2 Wm G(4)
el pute (¢, £ (f)) e porodlelo alle. rmtfe F@Ssurﬁtt pe

PQnﬂH e STrem et (ﬁ fico delo Oo-un:wcne . CiDF

Dal punto di vista geometrico, dato il grafico di una funzione tra due estremi, esiste almena un punto in cui la tangente al grafico & parallela alla

secante passante per gli estremi. E usato per provare delle proprieta di una funzione in un intervallo partende da ipotesi locali sulle derivate nei
punti di tale intervallo.

Il teorema di Lagrange pud anche essere considerato un caso particolare del teorema di Cauchy.
Sia f : [, ) = R una funzione continua nellintervallo chiuso [a, b] e derivabile nellintervallo aperio

[, b). Allora esiste almeno un punto ¢ € (a,b) : f(c) = wﬁ'
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[ oSt Mo ONe Conn oleioma Lo Hoe
-F, (b= Ple)

h-0o.

- (x-o)

G: [o,b] —>R 3@):: £(0) t

€ con pefee ¢ Q@ rebo pomate pa (@) f@)) o (b, £B)) puk skemcw)

j (:0'] = g' LO’) 3 {’b} . #’ l b) Una quasiasi funzione algebrica intera (polinomio) Pix)

& sempre derivabile in ogni suo punto. Infatti la
derivata di un polinomio & ancora un polinomio @
dunque & sempre continua.

g€ C([w)l)e dermb@ iq (ab) ol g i phiawmio (I gosol)
e gw= { (b)- { (a)
b-Q

“Cowro  wailiono.”
Cova OL2AL QD [on FUF\:HO(‘Q ONR’/QM—Q. h [a) L‘)—J'?'l?*

hoo= 4 G- g St he t[Q,5]) oo wiferema o

MRonL - Cantin
h CQ) = ‘fi f(l'\ F %’ 6&) i 0 %:ii:erenza di due funzioni
: continue & una funzione continua
nb)-f (b)- gl 6)-0 | :

Poo @ Teo du WoergtOm h fo. puto W Min Xm 2 puito
M Nax xy 4n  [a,b]

NOTA: teorema di Weierstrass:

Sia [a, b] C R un intervallo chiuso e limitalo non vuoto e sia f: (@, b] — R una funzione continua.
Allora f(z) ammette (almeno) un punto di massimo assoluto e un punto di minimo assoluto
nellintervallo [a, b].
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iCovmi]
Xnm) M Qo ULB[L 2otromi oM Leybl
e <€lad @ odtm<hb

flm) = £ = Rlxn)

h: funzione differenza g'faq: 4 (b)- £(a)

= he tante (& ol ) / s
¢ o)~ £ ()

b-cu

NN LRy ﬁfk;:* £l0) o e € lab)
-

aoddige lodgi i Te € ()6 /2c- 2(0)-2 (@

b-G

‘Q%o?} Otl.mmomﬁ)e-{’rodi eatremo oo X = Xn

PeEno AN o-.)b}~ %““-0'- P—Q& 2y )(H6Co\.}b3
pec <0 Lpmo. o\ Format o&pp[f‘@d%'o o0 h
0« R (Xp) - £ () = g2 (B)
2 ﬁ’crn] — 400-Lla) => L£'(Ky)- £ID)-fla)
D—o.

b—oa.

o +eor gc&m;{@ﬁiﬁ. en—C= Yy
SN

Test di monotonia
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@m’}@.cjuq nte Tlorema Lou%

Teorma test di Monotonia studio del segno della derivata
So. £ (ob) > M dek b noyni Eorro (o b)

1. f'(x) = 0 = positiva = funzione monotona crescente ﬁ‘ (<320 Nxe [G,bJ
2. f'(x) = 0 = negativa = funzione monotona decrescente 2'<)& o Nx € (a))

RS PnOgILENNO

Evppovoe  2io {lasvgow‘re:

&w&cjfb .ﬁ(j)*ffxﬁﬁo :7ﬂ.il'm M}O
EY j_wf ﬂﬂc

Per 1o permanenta olel Segno

Sgpouame 21 =20 9 xg (oyb) =ono  e<x=y<b .

APPLLCHIAMO 1 TCORTHA Ol casrArse allo. ’ﬁ =X\ [K;«ﬂl
[ ouvo e @ 4pdes e wuficate)

3c e [x9) /D‘E_;f,"@)= _E.@L”__‘&Ei
g <
q{ﬂ‘j}“-ﬁcmza ~ G é-,%]

Y &fwmjcb =7 ér ¢ wontonT®

=% (K\.}ﬂk PD\ =
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24 7{)’1‘;?{' boputbuce Glf)
n Jx) =¥ xE€R
% e X) - + 1 70 9 ER ‘ /

¥

=S IF e (wmente }

K€M
© 100= 4 PR

prti ol olewe 2 Qrwlle (i‘m-:fa)(:o = x=0
wm e pulo Zikico

Mdio  efno dxof‘
:n;_f/ X\ = 1 ey X >0 = {i@ N T e |
(0, to) e
1
O ‘.‘.DT‘Q Xy = 1x | Klag [~ & de cosele

1o

I ’ +
\A 10 /
p_a:;cr‘rQ\—;F 2| tonnb | 110 KI=O ) % hot cla K=o €

Mlnimo  (AsSanT)

,E-'J

P 1 B f,[o) = ﬁ ()

x=0
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an- %Uﬂ = ?(3 X € (B

2700 = dxlzo = 7 CoemTe X

_ | L.l
”(0\1:0 =7 X=0 oy o\ O G o mo. e MGA ne Mo
P

Vo £ix) = x| X €M
{7;(@:4;@ NS5O eaI@nAl

£n = -1 <0 X <o ol ecmure

|

porchg ,Ef/é‘ corkimdr  4q X=O oiha de X=0 mim‘mo[m{u)f
c o'l

A T Lglioy | el bl b | T

Teorema di Taylor-Peano
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1° Teorema fondamentale del calcolo integrale
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(Paatred) Teorema fondamentale del calcolo  Onglng 1 1R

Sion £ € ® (1) wxa{i.frﬂ@ﬂ-rob&m A b
Se T:I-oR ¢ wa s pumutiva  ofexa me dx =F (o) -F(0).
o

n
~|(<0
]
~
"
o
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n

§ Rtk F()—F () =L 4% dLo" oL A
! > ko) > 0 1
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Dipmortroriona
per oz,w‘ :fil&m_1 c P(1) e IK:[YK,XM]/

K;O,..‘,)r\ (Xo = 0u > Xnad = b)
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2° Teorema fondamentale del calcolo integrale
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F grande di x data dall'integrale da a a x di una f in

2° Teor- fﬂnda mentale del caICOIO funzione di y, anche se ¢'é un'altra variabila all'interna
dell'intagrala ,cioé y, lo valuto da a ad x. La funziona
intagrale F & una funzione di x, non pid diy
'a_ £ € UJL, I] d_x%-mm {I'[O. b]]
inTeare o
m’ I: { w-th-k v [ ]
i — X)e= (u) €
F:[a, b) ) j g oy xelab
\ 4t ro | |
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© S 2 & omone covine. , L€ € ([o,b)) ce2ora FQ DERIVABLE
o Piep | x oy ZaN
cuoe £ e pummidaov di P \\I j
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Yoth

Fixem-fve) = { £
Yo
>
o_ o Yoth b
Yoth
2. Flxopn) - ¥(Xo) 2 = Medio ilegaoly £

W Dt Qoidlero. 1400 ve & Yoth

¥o

pee leo Moduo JJJ&?\&GL = Jl\? [j(hﬂ preea Dr?ﬂeentn,o FM“R?
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Motiomeo — Li0D)  yfh) = Xo Gusirel
hs 0
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f
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Appunti di: Alessandra Possidente
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Teorema di integrazione per parti
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Appunti di: Alessandra Possidente

teorema di integrazione per parti
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Appunti di: Alessandra Possidente
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Appunti di: Alessandra Possidente
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Teorema di integrazione per sostituzione

Integrazione per sostituzione
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Appunti di: Alessandra Possidente
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Teorema della media integrale
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Appunti di: Alessandra Possidente
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Appunti di: Alessandra Possidente

Teorema della Radice
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Appunti di: Alessandra Possidente

Teorema del rapporto

Teo criterio del rapporto
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Appunti di: Alessandra Possidente
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Le somme parziali sono monotone orescenti se La serie ha termind negativi. @uindi
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Teorema di Leibnitz
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Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz in Rn
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Appunti di: Alessandra Possidente
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Distanza di un punto ¢ da un piano
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Appunti di: Alessandra Possidente
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Appunti di: Alessandra Possidente
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Appunti di: Alessandra Possidente
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