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Formulario Integrali

¥ %7 Indice

Simmetrie e valori assoluti

f integrabile su [—a; a se:
o feépari ffa f(z)dz =2 foa f(z)
« fedispari [* f(z)dz =0

Risoluzione:
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* Se houna somma - scompongo in altri integrali

e Se ho un prodotto - per parti o sostituzione

Integrazione per parti

/ f(@)g(@)dz = f(2)g(z) / f(2)g (2)dz

f'(z) — integro — f(z)
g(z) — derivo — ¢'(z)

Integrazione per sostituzione

Se f & una funzione continua e g & una funzione derivabile con derivata continua, allora:

posto

[ f'(g(2))g (z)dz = | g(z)=v
g (z)dz = dv

Funzioni trigonometriche

lozione fond-Omgrrale

o Tx4&inZEx o

Caso1
Una potenza dispari

~ Deon, Qotenta PARI [rrsnivnone] o,

eniamo "t
~"Speud ;n do quetla con otenta DISPR! -

la singola potenza dispari combinata con dx dara
du,

mentre la restante potenza pari dev'essere riscritta
in funzione dell'altra

Caso 2

entrambe potenze dispari
pec oavlil, srames

Conviene sostituire quella
con la potenza pis elevata

Caso 3 Entrambe PARI

= [ f(v)dv

Funzioni trigonometriche / cos"zsin™zdz

1+ cos2z ; 1— cos2z
Ch’a = cos’x = ———— Sha = sin*z = R
cos’c = i sinx = i
T 1+ tan’z T 1+ tan’z
cos2z = cos’z — sin’z — sin’z + cos’z = 1
$in2T = 2sinecos
) et —e® e’ +e®
sinhz = coshx =
2 2
Formule parametriche sostituzione
_ : e e Ot _£
t=tanj sinz = cosT = L;

a? —z? - = = asint

uso le formule trigonometriche (o integrali per parti in maniera ricorsiva) /22 — a2 — ¢ = asect

Vz? + a2 -z = atant

Caso 3 - Entrambe le potenze sono pari

Occorre utilizzare le seguenti formule trigonometriche - oppure integrare per parti in maniera ricorsiva.

Ch’a = cos’z =
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9 1 .9 tan’z
o8 = ————— SN = —————
1+ tanx 1+ tan?x
_ 2 . 9 . 9 2
coS2x = cos“x — sin“x — sin“x +cos‘r =1

stn2x = 2s81nrcosx

) et —e 2T et + e ®
sinhg = ——— cosht = ———
2 2
Formule parametriche sostituzione
. 2
t = tan? sine = 1_2;2 COST — L—L_iz dr = HLtht

a? —z2 -5 =asint
2 —a? - =asect

T2+ a2 - x=atant

Integrazione di funzioni razionali fratte

A(x) e B(x) sono polinomi in x

Integrazione di funzioni razionali fratte ;,, _ A()

(4) grado di A}z g. B(x) () grado di A{x)<g. B(x) £y
- divisione teo. eellinomn @ 8 B0y
¢ AGI= BOA T QAR BA) - prrg Sisnipica §- < A0 = Cosraure
S B0 _B6B QO REY S aupn+ REY J dxe S Q0 [pxiql+ ki
Box) B B0 B px+q P
. ﬁg’ﬁi f@acy | ';‘(:‘)

@PNOminaToe. i 2° ﬂfﬂ»do a4 B = 2

= grado o A C
A('\(\t fx-rCi

Bz ax? +bx+c Coledlo £ determinante
G DanominQIore B0 g >2

- wigeo

o Rufini
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D Ao X, K2
° Bx) = &l‘k-’(—i)(’(‘—}(%)
_.,_Scorqso-x%bq di B0
RO Ao B

o [ xr—xa )(K'x’z§ B o (x4 (r—x2)

° TRONARR &\ € B, svolgare i@ sisterme d-cf“
oual mF:.skgro dequa\v- B

o[ =)+ &(Q(X'xﬁ Y= ALO

. A B
e RlsOLUOJ + Sx
@ (X - x4) ()(—Xg_)

[}

%inx«mh&uwwmuc @ o
40 No sowran

@) 80  x-va

Scorpongo den. B — &0 = afv-xi)”

® se B:=K & 9o covtode

wtoole L Cerodiauae o, px = devvnte B0 poi risdvo 1§

Y S(Dtrronaoi' dDovominaroRe  Brxyy B =4+ (sx4 k)’

K
_ 08 fl.X » ¢ o costomte — g dx=
~ k L P K (x-ya)™ e oo 14+ (sveer®
Nx!—K—oj ST o = Q'[(Y ) dy= {if“ﬁ ;
o Kl S av. Lardg(orst
5544—(;«4-&)“ ‘
1
? S A= PXYQ AR priq 03 T d= ‘_;.a mﬁ?LKﬂ
PP
[P avs r 3 dx ‘
Ja(x—x1)? olx xe® og%wudx - %mrdgr%n_*c_
| nrauoon, dewe egoispordone 0000, diuivro.
"' g2 dengminotoe BEX =3 A= preq =
(T e f 9
) A+ SX4bp )y (swsk)®

[DIVISIONE TRA POLINOMI]

¥ Procedimento

1. Disporre i singoli termini dei due polinomi in tabella, riportando anche i segni di ciascun termine.

Ordiniamo entrambi i polinomi secondo le potenze decrescenti dell'indeterminata

Plz)=2'+222+z—1

Diz)=22+z+1

2. Se P(x)é un polinomio non completo scrivere al posto dei termini mancanti uno zero nella posizione

corrispondente in tabella.

POLINOMIO COMPLETO: Un polinomio si dice completo rispetto ad una lettera se, in esso,
compaiono tutte le potenze di quella lettera , da quella di grado massimo a quella di grado

Zero.

3. Dividere il termine di grado massimo di P(x) per il termine di grado massimo di D(x), e riportiamo il

risultato nella tabella sotto a D(x)

+74 0 4222 4+r —1 \+.r2 +r +1

+.1"2

4. Moltiplicare il risultato del punto 3 per ciascuno dei termini del polinomio D(x)
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5. Invertiamo i segni dei risultati e riportiamoli al di sotto del polinomio P(x), in corrispondenza dei

termini con lo stesso grado.

+z2 4z 41

+.r2

6. Svolgere somma e differenza tra monomi in colonna a sinistra e riportarne i risultati sempre a

sinistra.

+2 0 4222 4z -1|4z2 4z +1
—gf —33 -z | | |42
/] - 3 42?2 4 -1

7. Ripetere i procedimenti

8. Dobbiamo fermarci quando il grado del termine di grado massimo in basso a sinistra &

minore del termine di grado massimo del divisore D(x) .

9. e moltiplichiamolo per tutti i termini di D(x), cambiando i segni dei risultati e riportandoli al di sotto del

polinomio in basso a sinistra

+2z° +r -1
-t -3 —z 1 1
/] -2 +2? 4z -1
+22 4z +x
10. Calcoliamo le operazioni in colonna

+zt 0 4227 4z -1

—t —? —2?
/] =2 42 4z -1
+2 422 4z |
/] 422 42z -1

2

+z° 4z +1
+z2 -z
+22 4z +1
+.r2 —-T

11. Poiché il grado di 222 (termine di grado max del pol. in basso a sinistra) non & minore del grado di

z? (termine di grado max del divisore D(x), possiamo continuare il procedimento.

12. Diviso 222 per x% ~ +2. Lo scrivo nella colonna destra accanto al —z. Moltiplico questo valore per
tutti i termini del D(x), cambiano i segni dei risultati e riportandoli nella colonna di sinistra.

Svolgo le operazioni in colonna
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+r +1

—r +2

+z 0 4222 +z -1
s —— 1 d
/] - +2 4z -1
+3 422 4z |
/l  +22% 42z -1
—272 —2¢ -2
i u 3
13. Ci fermiamo perché il grado di -3 € zero ed & minore del grado di z?
14. 1l p. nella parte destra, sotto al D(x) € il quoziente Q(x) della divisione. (azc2 —x+2)
15. Il p. nella parte bassa a sinistra & il resto della divisione (R(ac) =-3)
16. Possiamo esprimere la divisione con resto:

P(z) = Q(z)*D(z) + L(z)
R(x) — resto della divisione.

Q(X) - quoziente (risultato) della divisione.

A(z) = B(z) * Q(z) + R(z)

R(z)

Bfz)

/

¥ Esempio
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Integrazione di funzioni irrazionali per sostituzione

1. Le funzioni irrazionali della forma:

.jaxr—+b
cr+d

con ad - bc # 0 (se ad-bc = 0 I'espressione si riduce ad una costante), si razionalizzano mediante la

sostituzione:
JJar+b
ct+d

Osserviamo che le funzioni razionali del tipo
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ni/am—kb ni/aw—kb n{/aw—kb
cx+d Vex+d Ver+d
Si razionalizzano ponendo n = m.c.m {ny, nz, n,}
wjar+b (i /am+b)n1
cr+d cx+d
2. Analogamente, le funzioni del tipo

vazx +b, Vazx+b,Jz, W

n __ _ n—1

. dt b, dp — n(ad — be)t dQt
a— ctn (@ — ctn)?
da cui:
n __ _ n—1
/ n/aw+bdx:/dt bn(ad — be)t gt —
cx+d a—ct® (a—ct")?
¥ Esempio

/ 2z /m—ld
r+1Vae+1 v
t:\/m_ldw

r+1

14 .
I 1oy

/ m—l / 1t2 4t dt
w—}—l\/x—l—l 1+t2+1 (1 —¢2)?

12

t4 + ¢
4 / e

Effettuando la divisione tra polinomi:

th 4+ 2 32 —1 32 —1
;:1+7)—>4/1+(7dt

(1 —¢2)2 1—¢2)2 1—¢2)2
32 — 1
4t4+4 | ——_dt
| a=
3t2—1_A+B+C+D
(1—2)2 t—1 (t—1)2 t4+1 (t+1)2
1 1
A=1,B=>,C=-1,D=—
) 2) ) 2

2¢  jx—1 2 2
de=4t+4lnt — 1| — —— —4in|t+ 1| — ——
_/a:+1 m+1w + 4in| | t—1 nft + 1] 1&+1+c
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t—1
4—— +4ln|——
t2 -1 n|t+1|+c

-1
2(33—1—3)\/2—+1 +4ln|vVaz2 —1—z|+c

3. Integrali di funzioni irrazionali della forma

1 1
/ dx =t
(mz + n)vax? + bz + ¢ me-+n
vaz? +bx+c

Con b? — 4ac # 0. Distinguiamo il caso a > 0 dal caso a < 0.

Se a> 0 lafunzione v/axz2 + bz + c @ definita su tutto ;i se b> — 4ac < 0, mentre & definita per valori
esterni all'intervallo delle radici del polinomio az® + bz + cse b? — 4ac > 0.

Sea<0 lafunzione v/ax2 + bx + c & definita solo se b*> — 4ac > 0 ed ha per dominio l'intervallo [z, 2]
dove x;e x5 sono le radici di az? + bz + ¢

3.1a>0

Vax? +bx +c=+a(z +1t)

Oppure:

var?+bxr+c=t+az

Oppuresec>0

Vaz? +bx+c=+/c—tz

/ (z — 1)dmac2 -2

Val-2=t—zx—-t=vV22-2+=2

¥ Esempio

m_t2+2 dm—t2_2
o2t - 2¢?

/ dx _/ 2 gt
(z—1)Waz2—2 J t2—-2t+2

-2t +2=(-2t+1)+1=(t—-1)7+1

2
/m :2(]/]"Ctg(t—1)—|—c:2arctg(\/w27_2+m_1)+c
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Appunti di: Alessandra Possidente

(A) Se b* — 4ac > 0 e dunque az? + bz + ¢ = a(z — z1)(x — x2), dove ; e T3 sono le radici di
azx? + bx + ¢, si ottiene:

T — Ty

Vaz? + bz +c = va(z — z1)(z — ) = Valz — 24|

r — I

dove il segno di x — x; dipende dall'insieme di definizione della funzione:

vazr? +bx+c— T =t

r — I

¥ Esempio 1.1

/ dz
(x —1)Vax2 -3z + 2
\/m2—3x+2=w(x—1)(m—2):|m—1|,/zj

/(w_l)h:/(x_mi” 22

/ 1 w—ld
x
(x—1z—1|Va—2

Sex<1:

Se x> 2:

In entrambi i casi si pone 4/ i—:; =t

(B) Se b?> — 4ac < 0 e la funzione razionale f & "semplice" nella variabile x a volte ci si puo ricondurre, dopo
aver completato il quadrato nelo polinomio radicando, ad un integrale risolvibile mediante una sostituzione
trigonometrica inversa della tangente:

¥ Esempio 1.2

/ dz
Var -2z +5
2’ -2z +5=(2"+2z+1)+4=(z+1)*+4

Postot =x + 1

/ dz _/ dt
Vi -2z +5 ViZ 44

SINTETICO Integrali Formulario 10
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e quindi, posto t = 2tgf — dt = 2sec’0df e V12 + 4 = 2sinf

risulta:

2sec?f
/ sec do = /sec@d@ = In|sech + tgf| + c
2sect

t?2+4 t Vz:+2z+5 1
In| 2+ +§|+c:ln\ m+2$+ +x; |+c+cec=InlvVa?+2z+5+z+1|+c

3.2a<0
La funzione v ax? + bz + c esiste solo se & b — 4dac > 0

Vaz? +bz+c=+/—a(z —z1)(z — z,) = V—a|z — 21|

Iro — &

La funzione si pu0 razionalizzare ponendo: =t

r — I1

¥ Esempio 2.1

/ 1+ :r;;f/m

La funzione v/1 — z2 & definita per ¢ € [—1; 1], inoltre essendo
7 z+1
Vi—22=y/—(z—-1)(z+1)=+v/1—-2z)(z+1)=|1—z e
Posto t = 4/ “Lsi ottiene

1—¢2 —4¢
= —F, da,‘ = —dt
1+ ¢2 (14 ¢2)?

e quindiper |1 — x| =1 — x perogni z € [—1;1]

/(1+m2()if/m:/(l+x2:;(l—m)\/ﬁd /ii

Da cui essendo 1 + 4 = (2 + /2t + 1)(t2 — v/2t + 1)

1+ ¢ At+ B Ct+ D

= +
14+t 242t+1 £2—-2t+1

Siottiene A = 0, B = %,C:(),D:%

Risultato:

de 1 f2ern) o1 2
/(1+x2>m‘ vz ety T 1) = Jgaretanly S D

Osserviamo che spesso, quando la funzione f € "semplice” nella variabile X, &€ conveniente completare il
guadrato sotto radice e ricondursi ad un integrale elementare o ad un integrale risolvibile mediante una

SINTETICO Integrali Formulario 11
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sostituzione trigonometrica inversa del seno.

¥ Esempio 2.2

/ T
V2 4+ 3z —2x2

Completando il quadrato sotto radice si ottiene

4z — 3
= —arcszn( z )+c

f\/1+37\7

¥ Esempio 2.3

/ V7 — 22dz

Essendoz — z*> = 7 — (z — )% postot = z — £, si ha

/Mdm—/\/:dt

Da cui posto t = %sen@, essendo dt = %cosﬁd(), v/ % — 12 = %cos@

%/cos%dﬁ =

1
= Z(arcsin@w —1)+22z—-1)Vz—2?)+c

(6 + sinfcosh) + ¢

NG

Completando il quadrato sotto radice si ottiene

/ de —arcsin( Az — 3) +c
V24/1+ 3z — 22 \/7 5

Osservazione

Gli integrali della forma

__ prtqg

vazr? + br + c

Si calcolano piu facilmente tenendo conto del fatto che mediante semplici passaggi algebrici ci si pud
ricondurre al calcolo della seguente somma di integrali:

(2az +b) /
————~ _dzx+ L
vazr? +br +c va x2+b:c—|—c

Con K e L costanti.

¥ Esempio

SINTETICO Integrali Formulario 12
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Proprieta integrali definiti

(@)
f(t)dt

h
o

F(z) = " t)dt — F(z) = —
() /h o ) () /
Integrale definito fab f(z) = F(b) — F(a)

Se gli estremi di integrazione sono uguali allora l'integrale & zero. Pertanto I'equazione:

arctan(x)
: |
J1 e =t
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Integrali impropri limitati

¥ Integrale improprio

Chiamato improprio o generalizzato, € il limite di un integrale definito al tendere di un estremo di

integrazione (o entrambi) ad un numero reale oppure all'infinito; questo numero reale puo appartenere

all'insieme di definizione della funzione integranda, in tal caso si ottiene lo stesso risultato che si ha
calcolando un integrale definito, oppure puo rappresentare un punto di discontinuita.

Si utilizzano per calcolare integrali su intervalli illimitati e\o funzioni non limitate, non trattabili con

l'integrale di Riemann.

SINTETICO Integrali Formulario
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Richiede la limitatezza sia per I'intervallo di integrazione,

Un integrale improprio & un limite della forma:[°!

Modifica la sezione Definizione

D b
lim / f(z) dz, lim f(z)dz

b—+o0

oppure:
c b
lim f(z) de, limf f(z) dz.
c—b" Ja c—at Je

Un integrale & improprio anche nel caso in cui la funzione integranda
non € definita in uno o piu punti interni del dominio di integrazione.

Definizione: sia f: [a,+=) — R una funzione integrabile secondo Riemann negli intervalli del tipo [a,c]
per ogni c2a. Definiamo l'integrale improprio di prima specie della funzione f su [a,+=) il limite
dell'integrale definito di f su [a,c]

/ N flz)dz = Ein /C flz)dx

Se il limite al secondo membro esiste finito diremo che la funzione f & integrabile impropriamente
su [a,+=), o che l'integrale improprio converge al valore del limite, o ancora che esiste l'integrale
generalizzato di f su [a,+=).

Se il limite esiste ma & infinito diremo che l'integrale improprio diverge.

Se il limite non esiste diremo che l'integrale improprio & oscillante, oppure che non esiste.

Nel caso in cui il dominio di integrazione sia (-=,b], e nelle ipotesi della definizione che abbiamo appena
visto, scriveremo

f_ : f()dz = lim_ [ f(@)de

SINTETICO Integrali Formulario 15
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Integrali impropri di prima specie sulla retta reale

Nessuno ci impedisce di estendere la precedente definizione al caso

degli integrali impropri sull'asse reale, cioé del tipo

/_i f(z)dz

Per farlo & necessario richiedere che la funzione integranda f sia integrabil¢

su qualsiasi intervallo chiuso e limitato. Scegliendo un generico punto

¢ € (—oc,00)

e considerando ['unione

(—o0, ] U [c, +00)

ossia, per definizione di integrale improprio di prima specie:

si definisce

M

/-x flz)dr = lim /.Cf(.r)d..r - ”lim flz)dr

m——>o0 —+00
JC

Importantissimo: i due limiti della formula precedente sono indipendenti
I'uno dall'altro, ecco perché abbiamo utilizzato due parametri distinti
m, M

RISOLUZIONE

Riscrivo il limite e risolvo l'integrale definito; calcolo il limite per ¢ che tende a piu (0 meno) infinito

Caso 1:

Se l'intervallo (a; b] e limitato, o la funzione é limitata, si parla di integrali impropri.

Caso 1.1:

f continua (a;b] lim, .+ f(z) = £oo a & un asintoto verticale

b
lim f(x)dx
+€

ol
e—0 a

1. 3 finito — fab f(x) — converge
23 oo — fab f(x) — diverge

38— fab f(z) — indeterminato

Caso 2.1:

f continua (a;b] lim, 4+ f(z) = £oo lim, - f(z) = +o0
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Appunti di: Alessandra Possidente

Si spezza l'integrale prendendo un punto c¢ nell'intervallo

c b—e
lim f(x)dz + Lim f(x)dz
e—0t ate e—0t c

Tenere a mente
1 1
1
— = lim —dz
0 T =0t ), z¢

Se: a > 1 diverge

Se: a < 1 converge — —15

fl 1 7 converge se B < 1,
0

— dx
xP N diverge se B > 1.
converge sea > 1,
1 x4 N diverge se o < 1.

Stabilire se converge:

Criterio del confronto
f,g continue (a;b] e f,9 s sqa +00 0 < f(z) < g(z)

(vanno all'infinito con due velocita diverse)

b b
/ g converge = / f convergera
a a

b b
/ f diverge = / g divergera
a a

Criterio del confronto asintotico
f,g continue (a;b] e f,9>0 f,g—s .qr +00 f(z) a—a* a(x)

b b
/ f converge <= / g converge
a a

f cambia segno ripetutamente

f continua (a;b] f cambia segno per z — a™

b b
/|f(cc)| converge = /f(m) converge
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Appunti di: Alessandra Possidente

NON VICEVERSA.

Integrali impropri illimitati

¥ Domande teoriche

Siaf : (0,4+00) — R una funzione continua e si consideri I'integrale improprio

+0co
= / fx)dx
0

Scegli un'alternativa:

a.Selim,_, ;o f(x) > 0, alloral = +o00

b. Se lim,_, o, f(x) = 0, allora I converge.
x

c. Se f(x) > O per ognix > 0 allora I converge sicuramente.
d. Sel = +o0, allora lim,_, ;o f(x) > 0.

e.Selim,_, ,, f(x) < 0, allora I non converge.

Risposta errata.

La risposta corretta &: Se lim,_, , f(x) < 0, allora/ non converge.

Caso 2.1:

f continua € [a;+00) e limitata

lim /aR f(z)dx

R—+o00

1. Jfinito — ["> f(z) — converge
23 oo — f:oo f(x) — diverge

3.4 — fa+oo f(x) — indeterminato

f continua € (—o0; b

lim /bR f(x)dx

R—+00

Caso 2.2:
f continua (—o0;+00) [ f(z)dz + fjoo fl)dz cel

lim /c f(m)dw+RliI}r1 /R f(z)dz
—-R —+o0 Je

R—+o00

[ A3, [ B3, finiti — converge

Tenere a mente
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Appunti di: Alessandra Possidente

Se: 8 > 1 converge

Se: f < 1 diverge - ﬁ

Il tutto si basa quindi sulla famiglia di integrali impropri notevoli:

—dr =
x In” () diverge se o« < 1 oppure se a« = 1.3 < 1

/x | converge se « > 1 oppure o = 1.4 >1
a

Stabilire se converge:

Criterio del confronto
f,g continue [a;+00) 0 < f(z) < g(z) perogniz € |a;+00)

(vanno all'infinito con due velocita diverse)

+o00o +o00
/ g converge —> f convergera
a a

+00 +00
/ f diverge = / g divergera
a a

Criterio del confronto asintotico
fig continue la;+o00) e f,g>0 f(z)~"7T® g(x)
+00

400
f(z)dx converge <= / g(z)dz converge

Se f(x) non é sempre positiva (oscilla)
+00 +00
/ |f(z)|dx converge = f(x)dz converge

a

r“e " < — definitivamente per r — +0oc
1

1
2

Integrali impropri in entrambi gli estremi
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AN . ,(,G’P"O@'u. La  erth nombp U‘a artcomy

In questi casi si studia separatamente il comportamento in corrispondenza di ciascuno dei
punti in cui un integrale presenta un comportamento “improprio”.

X iflegra@ 20 (-0 4 W)+ vendico Fingodarmente sio. QidegroQ

ot o«,QL,CPQSZQ,o a. —

=r 22 enliomgh DL gor QOROW- Cowarye . Qi mrterto.

x* (L4 ) PRI X (LA1R)

S
@ j‘[‘ ofcton % dx _ Jﬂﬂm arctony A N arctony pr
0 X

O Qa

Jore= [+ f:oo

se entrambi convergono allora converge I'int di partenza

SINTETICO Integrali Formulario 20



