Appunti di: Alessandra Possidente

Formulario Geometria Analitica

Indice: Vettori, Piano, Rette, Distanze, Volumi
Indice: Vettori, Piano, Rette, Distanze, Volumi
Vettori

Modulo di un vettore

Proprieta:
Proprieta:
Vettori perpendicolari: v. w = 0
Vettore v per se stesso
Proprieta
Proiezioni ortogonali
Proiezione ortogonale di un vettore nelle direzione di un altro
Proprieta:
Vettori paralleli: v A w = 0
Vettori ortogonali
Proprieta prodotto vettore:
Prodotto misto: u . (v A w)

Proprieta:

Area della figura tra due vettori: ||[v A w|
Volume della figura: ||[v A w . u

Piano

Due piani
Posizioni retta r -piano a nello spazio:
Studio della posizione tra retta e piano tramite i coefficienti direttori

Piano passante per una retta e parallelo a un'altra retta (contenente una retta)

Piano contenente il punto e la retta
z + 3z = 0 contiene l'asse y poiché b = 0

Fasci di piani non paralleli

Fasci di piani paralleli

@ Piano passante per tre punti
Parametri direttori di un piano in forma cartesiana e parametrican = (a, b, ¢)

Rette nello spazio
Rette perpendicolari: v; . vy = 0
Rette parallele: ** = ;j# o
Equazione parametrica
Equazione generale
Da generale a parametrica
| Equazione cartesiana
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Equazione cartesiana
Da cartesiana a parametrica
Da parametrica a cartesiana
Da parametrica a cartesiana CAS| PARTICOLARI
Due rette
Proiezione di un punto su una retta
Retta passante per due punti
Esempio retta passante per P(1,2,3) e Q(2,1, —5)
Retta parallela al vettore v = 7 — j + k e passante per P(1,4, —9)
Retta parallela al vettore v e passante per un punto
Retta parallela all'asse y passante per P(2,4, —1)
Retta parallela all'asse y passante per P
Retta parallela a una retta data passante per P(—10, 3, 2)
Retta parallela a una retta data passante per P
Retta passante per P(7,3,5), incidente e perpendicolare allasse x
Retta passante per punto, incidente e perpendicolare all'asse x
Retta passante per P, incidente e perpendicolare all'asse x
Retta passante per P e perpendicolare all'asse y
Retta passante per P e perpendicolare all'asse y
Due rette sono perpendicolari se:
Retta passante per un punto e perpendicolare a una retta
Retta passante per P e perpendicolare a una retta
Punto in comune tra due rette
Punto in comune tra due rette
Un punto appartiene a una retta data?
Un punto appartiene a una retta data?
Per?
Piano e retta
Rette e fasci di piani
Esempio
Piano passante per una retta e un punto
Scrivere I'equazione del piano S contenente il punto P(6,1,1) e la retta
OPPURE
Distanze nello spazio
Distanza punto - punto
Distanza punto - piano
Distanza piano - retta
Distanza tra due piani
Distanza punto - retta
Distanza tra due rette
Volumi e aree
Tetraedro
Triangolo
Parallelogramma
Parallelepipedo

Vettori

E un segmento orientato che ha direzione, verso e modulo.

Modulo di un vettore

- lunghezza del segmento (norma)

VI = VVE+ V3 + Vg
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Versore - vettore di modulo unitario =1 Hz_H

Tp — T4
PyPg = [y — ya
ZB — RA

Prodotto di un vettore per un numero
Moltiplico ogni componente del vettore per il numero.

Formalmente lunghezza= |A| * ||v||

Proprieta:
« omogeneita: A(uv) = (Au)v
o compatibilita: [[Av|| = |A| * ||v]|
o distributiva: A(v + w) = Av + Aw A+ u)v = v+ ww
Somma tra due vettori
Sommo le componenti corrispondenti.
v =vy; + v + Vik

v+w = (v; +wy1) + (v2 + wy) + (v3 + w3)
v—w= (v —w)+ (v2 — wa) + (v3 — ws3)

Proprieta:
e commutativa: v + w = w + v
« associativa: (u 4+ v) + w = u + (v + w)
o delemento neutro: z : Vv + 2 = v z=0—v+0=v

« Jopposto: Vv # 0 Ju:v+tu=u+v=0=>u=—v

Prodotto scalare:
vew = ||v]| % |[|w]| * cosa

componente per componente
VW = V1 W1 + Vw2 + V3Ws3
Vettori perpendicolari: v. w = 0

il loro prodotto scalare si annulla e viceversa:
vi*vy =0<— v L v

waw=0—v L w—v*xw*cosd0° =0conv,w70

Vettore v per se stesso

Il prodotto scalare di un vettore v per se stesso (I'angolo compreso € nullo) &€ uguale al quadrato del modulo di v:
vov = |v|?

¥ Proprieta
e commutativa: v.w = W .V

« omogeneo: (A.v) . w =v.( A w) =A.(v.w)
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o distributiva: u. (v +w) =u.v+u.w
e positivita: u.u > 0eu.u=0<u=0

o |jull=vu.u

Determinare il coseno dell’angolo compreso tra v e w

1 vow=X
. vw |v|.|w|°cos€ - cost = o
wlelw|  |v]*|w] |v[*|w|

3. N <0 = cosf <0 - ottuso
Acuto: o < 90°
Ottuso: a > 90°

Proiezioni ortogonali

[ U R R DS S D2 O
v Sl el sdn [l aida s

R 2 PR R S O R DS O P e s

Proiezione ortogonale di un vettore nelle direzione di un altro

1. Dati u e v, decomporre u in due vettori: u; e us, il primo parallelo e us perpendicolare a v

v

2. Proiezione ortogonale di u nella direzione di v= v e la componete parallela a v

Vv

3. Pertrovare us = u — u; che e la componete perpendicolare a v

Prodotto vAw = (vaws — v3wq)i + (vswy — viws)j + (Viwe — Vawy )k
vettoriale

=

1 <

P

Wi Wy Wy Wy e

i 9 ws )£ § (Vs Wa) +R (VW) — | KL W00 = § (g e ) =3 (Vite)

i (09 Wes— Wale ) + §( UaWe —Vu Wa) + A (W —Jr Wd)

Proprieta: v = v11 + v9j + v3k w = wii + waj + w3k
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vAw = (vaws — v3ws)i + (v3wy — viw3)j + (Vywy — vawy )k
Prodotto che da come risultato un vettore con direzione perpendicolare a entrambi.

Def. formale: .
[|v]| * ||w]| * sina

| NOTA: questa definizione corrisponde all'area del parallelogramma individuato da v e w, quindi

area(P) = [v ANw|=+vvAw

Proprieta:
e anticommutativa: v Aw = —w A v

V..
« omogeneita: (M) Aw =v A (Aw) = A(v A w)

o distributiva: u A (v +w) =uAv+uAw

| SevAw=0= sono paralleli v || w
o quindi (v = Aw) — w * v * sin0 = 0

Vettori paralleli: v Aw =0

Inoltre:

| Due vettori sono paralleli se & possibile ottenere I'uno dall'altro tramite moltiplicazioni per un
numero

ad esempio

v= (3,2, —5)éparalleloaw = (30,20, — 50)ez = ( — 3, — 2, 5), perché
w=10-vez=(—-1) v

Vettori ortogonali

Per verificare se due vettori sono ortogonali si utilizza il prodotto scalare.

| Due vettori sono ortogonali se il loro prodotto scalare & zero: f - g = 0 = ortogonali

a=(3,2,1),b= (1,1, — 6),da

a-b=3-14+2-1+1-(—6)=6—6=0.

Proprieta prodotto vettore:

vlj .
—v=7AQP
{UJ_QP v=ing
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Prodotto misto: u . (v A w)

Si esegue sempre prima il prodotto vettoriale
v AW

Proprieta:
e Ciclicoou.vANw=v.wAu=w.vAu
e u.vAw =0 <= u,v,w complanari (giacciono sullo stesso piano)

s u.vAw# 0 <= ||lu.v Aw|| = volume parallelepipedo

Area della figura tra due vettori: ||v A w||

Volume della figura: ||[v A w . u|

Piano
Equazione Cartesiana del piano: 8 : ax + by + cz = d

P(z0;yo; z0) d = axg+ byy + czy

« Piano verticale (0k e non 2):
vettore perpendicolare orizzontale ai + bj + 0k,
piano verticale di equazione ax + by = d. E parallelo all'asse z.

« Piano orizzontale (ck):
vettore perpendicolare verticale, nella forma 0z 4+ 05 + ck,
lequazione di S éalloracz =d. B :z=...

Appunti di: Alessandra Possidente

Un piano orizzontale passante per un punto, ha in comune con il punto solo la coordinata z.

« Piano parallelo a y: il versore del piano & perpendicolare al versore j (retta y)

« Piano passante per l'origine: lad = 0
Piani particolari
e Pianozy=ax+by+d=0
Piano parallelo a un asse coordinato
e ax + by + d = 0 & un piano parallelo all'asse z
o az + by = 0 & un piano che contiene l'asse 2z
Piano parallelo a un piano coordinato
e cz+ d =0 e parallelo al piano xy
o Piano xy ha equazione cartesiana z = 0

e z =k | al piano zy

o y=k | al piano zz

o =k | alpiano yz

Due piani

P :az+by+cz=4d
Py :a2m+b2y+02z =dy

Possono essere:
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« coincidenti: Z—; = 2—; = z—; = Z_;

« paralleli: 2 = Z—; =1 = g—; oppure (a+b+c)=Aa+b+c)
ax as

o incidentii A (v1): A by = (va): A | bo
C1 C2

e perpendicolari: v1 » vy = 0

https://www.youmath.it/lezioni/algebra-lineare/geometria-dello-spazio/2642-posizione-tra-retta-e-piano.html

Posizioni retta r -piano a nello spazio:

» r parallela ad o, non hanno punti in comune;

« rincidente il &, quando ha uno e un solo punto in comune con esso;

« 1 giacente\contenuta nel o (parallela interna), o punti in comune, tutti i punti della r appartengono al piano.
In altri termini,

una retta ed un piano possono avere nessuno, infiniti o un solo punto in comune.

Studio della posizione tra retta e piano tramite i coefficienti direttori

Note le equazioni di piano e retta, che siano in forma parametrica o in forma cartesiana, troviamo i coefficienti
direttori del piano e determiniamo i parametri direttori della retta.

e n— (a, b, c) e il vettore le cui componenti sono i parametri direttori del piano o,
« v = (I, m,n) vettore direzione retta r.
o P, punto qualsiasi di 7, » = prodotto scalare tra vettori:

1. Sen'v=0¢ebPF gE « retta e piano sono paralleli

N

. Senev # 0 retta e piano incidenti
3. Sen*v = 0 e Py € «alaretta & contenuta nel piano

¥ ESEMPIO
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a: r+5y—32+5=0

z—y-1=0
T
2y—z42=0

e ini la reciproca posizi i al metodo dei vettori direzione.

Svolgimento: il vettore dei coefficienti direttori del piano associato all'equazione cartesiana &
n=(1,5-3)

Per ricavare un vettore direzione della retta calcoliamo il prodotto vettoriale delle direzioni normali dei due
piani che la definiscono, ossia

v =(1,-1,0) x (0,2, —1) = (1,1,2)
Il prodotto scalare tra i vettori direzione di piano e retta & nullo

nov,=(1,5,-3)-(1,1,2) =145-6=0

Nota: Come ricavare un vettore direzione della retta in questa forma:
z—y—1=0
2y—2+2=10

calcolo il prodotto vettoriale delle direzioni normali dei due piani che la definiscono, ossia

v =(1,—1,0) x (0,2, —1) = (1,1,2)

Piano passante per un punto, piano perpendicolare a un dato vettore

Equazione del piano 3 perpendicolare al vettore u e passante per il punto A
MODO 1:
1. AP =P — A =non ho P, ne uso uno generico = (& — #,)(y — %a)(z — 2a)

2. impongo u°[P = 0 e svolgo i calcoli

7 z—1
3. |ly—3| =7z+3y—22—-20=0
2 z+2

MODO 2:

1. conosco u, il vettore perpendicolare a 5 —
u=...- =d

2. determino d imponendo che questa equazione venga soddisfatta dalle coordinate di A

B :eq.u=20

Equazione cartesiana del piano con due vettori e un punto

Pg(mg,yo,ZO) v:l1i+m1j+n1k w:l2i+m2j+n2k
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Dato che v, w sono paralleli al piano possiamo utilizzarli per determinare le componenti di un vettore ortogonale al
piano, e dunque risalire all'equazione cartesiana. La direzione ortogonale & individuata dal prodotto vettoriale tra v
ew

i j k
vAw=det |l mg m
I my my

Svolgimento: anzitutto osserviamo che vV, W sono linearmente indipendenti, infatti la matrice che ha per
righe (o per colonne) le componenti dei due vettori ha rango massimo

3 3 —2
rk(Dl 1):2

Possiame allora risalire a un vettore ortogonale al piano calcolando il prodotto vettoriale v x w

i j ok i ok
vxw=det |l m n|=det|3 3 2] =
fz ma N3 01 1
. 3 -2 . 3 -2 33
=1det(1 1)—_]det(0 1)+kdet(0 ])_

—5i—3j+ 3k

| coefficienti . b. ¢ dell'equazione cartesiana del piano sono le componenti del vettore ortogonale appena
calcolato, dunque possiamo iniziare a comporla

br—3y+3z+d=20

Imponiamo il passaggio per il punto P(—2,3,1)
5(—2)—3(3)+3(1)+d=0

e ricaviamo il valore del parametro ] risolvendo la precedente equazione
—10-94+34+d=0 — d=16

In definitiva il piano ha equazione

r—3y+3:+16=0

¥ Piano passante per due punti (punto P e Q) e parallelo all'asse y

Il piano & H allasse y e contiene il segmento Qﬁ quindi il suo vettore perpendicolare v dev'essere

—
contemporaneamente perpendicolare allasse y e perpendicolare al vettore Q) P, allora il vettore direzione del
piano sara v = j A QP = 6¢ — 3k (per le proprieta del prodotto vettore).

B:6x—3z2=d
Per ricavare la d, imponiamo il passaggio per uno dei due punti.

P(5,7,11) Q(2,1,5)
d=6%5—3%11=—3
B:6x—32=-3
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Piano passante per due punti (punto P e Q) e parallelo all'asse y

Piano parallelo ad un asse e contenente due punti (il segmento).

Il suo vettore perpendicolare & cont. perpendicolare all'asse e al vettore, il vettore direzione del piano sara: v =
JAQP e B:x—2z=d

d= impongo il passaggio per uno dei due punti P o Q (sostituendo nell'eq di B)

B:x—z=D

¥ Piano passante per un punto, parallelo a un piano dato
Piani paralleli & ﬁ = a ﬂ
a9 bz Co d2
Equazione del piano 3 parallelo al piano x — 2y + 3z = 20 e

passante per il punto P(1;2; —5)
d=1%1—-2%2+43%(-5)=-18
B:x—2y+3z=-18
Piano passante per un punto, parallelo a un piano dato
bi ¢ d;

L. . ap
Piani paralleli — = — = — =% —
az by C2 ds

Equazione del piano 3 parallelo al piano « di e passante per il punto P(p,, ....)

d = eq.a(pg, py,P-) B:eqa=d

Piano passante per una retta e parallelo a un'altra retta (contenente una retta)

rivere ['equazione del piano ‘B contenente il punto P(6,1,1) e la retta

X+22=2
X—y—2z2=3
Piano contenente il punto e la retta
Due metodi di risoluzione:
A 1. Vettore direzione della retta e un punto Q ad essa appartenente,

2. pongo z=t nelle eq. cartesiane di r e poi la trasformo in eq. parametrica.
3. trovo Q_'P e il piano B sara perpendicolare ai vettori v,e QP e passera per P:
4. vg :UT/\Q_'P=5.’L'—6y+8Z:d

5. trovo d e riscrivo 5x-6y+8z= valore di d

B 1. Il piano B appartiene al fascio F avente r come supporto: f : )\(:c + 2z — 2) + u(w —Yy—z—
3)=0
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2. Sara I'unico piano di F a passare per il punto P inserendo le coordinate di P in F avremo che p =
—6X

3. Ponendo nelleq di F A = 1, 4 = —6 ricavo I'eq. di B.
Uno degli assi & contenuto nel piano
d=0 B:ar+by+cz=0 » Contiene l'asse x: alloraa = 0

« Contiene l'asse y: allorab = 0

« Contiene llasse y: allorac = 0
Esempio: x + 3z = 0 contiene I'asse y poiché b =0
Esempio: P(5,7,11), B contiene I'asse x e passa per P.
by+cz=0-Tb+112=0-b=11,c= -7

B:1lle —T7z=0

Fasci di piani non paralleli
F=XMNaiz+biy+ciz—di)+ulaz + by + oz —d2) =0

A, u € R (numeri reali)

¥ Fascio di piani contenente i due piani e il punto P(1,2, 3)
Briv+y—z=2 B2:2x —y+3z2=28
AMe+y—2-2)+uz—-—y+32—-8)=0

Sostituisco le coordinate di P nell’equazione del 3:
A(1+2-3-2)+u(2-2+9-8)=0

u = 2A supponiamoche A =1, u = 2
(+y—2—2)+22z—-y+32—-8)=0

(2+22)+ 1z =5z
(2+(-1))+1=—1ecc..

B*:bx —y+5z=18

Fascio di piani contenente i due piani e il punto P(1,2,3)

Bie B2, 1) A(B1) +u(B2) =0
Sostituisco le coordinate di P nell'equazione del 8: 2) A(B1(P)) + u(B2(P)) =0
u = n supponiamo che A = 1, u = n le sostituisco nell'equazione 1)

svolgo i calcoli e trovo §*

Fasci di piani paralleli
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Fascio:ax +by+cz= A
AeR

¥ Determinare I'equazione del fascio di piani paralleli al piano 3
B : 2z + 3y — z = 3, che contiene il punto P(1,1,1)
d=2+1+3x1—-1x1=4

B*:2x+3y—2=4

Determinare I'equazione del fascio di piani paralleli al piano 3

B :.x+ .y..+ z = d, che contiene il punto P(x, yp, zp)
d = B(P)
B*:B8=d

@ Piano passante per tre punti
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Esempio (equazione cartesiana di un piano per tre punti non allineati)
Calcolare I'equazione cartesiana del piano cui appartengono i punti
Pﬂ(],D,Z), P][:D,],S), P3(2:_1:D)
Svolgimento: per determinare I'equazione cartesiana del piano imponiamo la condizione
T—Ty Y—HYo 22—
det |z1—z0 y1—y0 z1—20 | =0
T2 — o Y2— Yo 2 — 0
Sostituiamo le coordinate dei punti
r—1 iy z—2
det |]0—-1 1-0 3-2]=0
2—-1 —-1-0 0-2
ed effettuiamo il calcolo
z—1 y z-2
det —1 1 1 =0

Calcoliamo il determinante con la regola di Laplace, e in particolare con sviluppo rispetto alla prima riga

z—1 y z-2
det | —1 1 1 =

— (2 — 1)det (_11 _]2) —y det (‘11 _12) + (2 — 2)det (‘11 _11) _

—@—1)(-241) —y2-D+(z—2)(1—1) =
=—2r+zx+2-1-2y+y=

=—r—y+1

Possiamo cosi concludere che 'equazione cartesiana del piano che contiene i punti assegnati &

—r—y+1=0

Parametri direttori di un piano in forma cartesiana e parametrica n —

(a,b,c)

ax+by+cz+d=0
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2) Il vettore dei parametri direttori del piano

Br—z=10
]
n=(30-1)

In= [[}I, 0, —3) & il vettore dei coefficienti direttori del piano

—3z4+7=10

Parametri direttori di un piano in forma parametrica

Il caso ben pil interessante si presenta quando dobbiamo calcolare i parametri direttori dalle equazioni
parametriche di un piano

=z + 15 + ot
Y = Yo + M5 + mat
z = zp +n1s+ nat

dove s e t sono due parametri reali liberi, {zp, yg, z) sono le coordinate cartesiane di un punto del
piano, e v := (l1,m1,n1), w := (lz, mz, n2) sono due vettori linearmente indipendenti che esprimono
due direzioni parallele al piano, e le cui componenti sono riferite alla base che definisce il sistema di
riferimento.

In tal caso possiamo passare dalle equazioni parametriche all'equazione cartesiana del piano, oppure,
procedere con un metodo pil elegante, ma che pud essere usato solo se siamo in un sistema di
riferimento ortonormale.

Ricordando che il prodotto vettoriale tra due vettori linearmente indipendenti &, per definizione, ortogonale
ai due vettori di cui si calcola il prodotto, il vettore dei parametri direttori di un piano in forma parametrica
si ottiene dal prodotto vettoriale tra i vettori di giacitura v e w che definiscono le equazioni parametriche
del piano, ossia

n=v xw

Punto simmetrico rispetto al piano
Calcolare il punto simmetrico rispetto ad un piano L"TM) —Ir = (2 ' 3) —1=6-

Il simmetrico di un punto rispetto a un piano € il punto tale che: - appartiene alla retta
perpendicolare al piano e passante per il punto ; - il punto di intersezione tra la retta e il piano : yﬂ-f) — yP = (2 . 2) — 3 = 4 —
punto medio del segmento . Ovviamente, se il punto appartiene ad allora il simmetrico di &

70 https:/iwww.youmath.it/forum/algebra-lineare/5155-calcolare-il-punto-simmetrico-rispetto-ad-u

n-piano.html Zﬂ-fj —iP = [:2 ' D:] - [:_1:] = |
Punto simmetrico rispetto a un altro punto

Proiezione di un punto su una retta nel piano
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- ricavare l'equazione della retta s passante per il punto P e ortogonale alla retta r;

- trovare il punto di intersezione tra la retta r e la retta s risolvendo il sistema formato dalle loro
equazioni.

In alternativa, si puo usare la formula che fornisce le coordinate del simmetrico di un punto
rispetto ad un altro, ottenendo:

P'=2H-P=(202 —(2-1,3) = (0,1, -1).

Rette nello spazio

Rette perpendicolari: v . v9 =0
prodotto scalare (componente per componente)

ca b a
Rette parallele: o = b o

Equazione parametrica

T Lo a
yl = (| +t|b
z 20 c

P(z0,Y0,20), v = ai + bj + ck

forma vettoriale:
i+ yj + 2k = (zo + at)i + (yo + bt)j + (20 + ct)k

forma scalare:

T =x+ at
y =1y + bt
z2=2zy)+ct
Q. fdag MnoTUCo.
{2 txo X J, 2

o
? v t —F

VU — P 4 uba: (4 4+ Le\-2 —k—(’L-lHj

X= 4+ %
3: 7./"’?‘6
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L —To Y=% =20
a b c
Da generale a parametrica
<X - -&
forrn Genenle X J-90_E&¢e
G b <
. XXo _ Y-9o t-¢& ¥ Ve o
w4 ‘Ubﬂ=c$5_3o+gb
G ¥l |2 .
X¥Yn =yt /.. | X=Xotat Y
2-Y=tm = T L AE
/| t
X—¥Xo _ Y-Yo > L-%o
o b c
sgonget o [i]- [
el eeo  X=Xotat Y { 3
| +3A =2 x=4-3b ylz| of+e
o X13YTLs TYe 2 {Xz:i?;{tz g=t {:——1:1 =D{2j+Q md J (QJ 4&

- %2 woe te X)‘a e Sono 'FSoH " nop sone UH 6@ come ponemratn

eV.29.6 » t-9

Pofro v<t ecc...

il vett. dicez. puS anche essere imA dicato (+2)

| Equazione cartesiana
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quua%i one CafreSianc,

¥ Equazione cartesiana

Per individuare una retta  nello spazio sono sufficienti due punti distinti 7, P} € r oppure,
equivalentemente, un punto di passaggio e un vettore v # 0 parallelo a 7, che ne definisce la direzione.

Sottolineiamo che le due situazioni sono equivalenti perché, come ben saprete, due punti distinti P, P
appartenenti a una retta ne individuano automaticamente la direzione

I
PP, = P,— P

e possiama considerare come punto di passaggio, indifferentemente, I°, oppure /7.
v=1i+mj+nk

Caso 1) Le componenti del vettore direzione sono tutte non nulle
se (I,m, n) del vettore v sono tutte = 0
allora si puo scrivere I'equazione cartesiana della retta 7 con:

T — Xy Y—1Y zZ—2 i
= = formula compatta di :
l m n

T — X :y—yo

. l m
"Yy—w _ 2%

m n

Caso 2) Una componente del vettore direzione € nulla
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2a) nel caso in cui
[=0,m#0, n#0

le equazioni cartesiane della retta sono

m n

2b) Se invece
[#£0, m=0,n#0

allora

T — Ip z—

[ T on

&

2c) Infine, se
[#0, m#0, n=0

allora

Caso 3) Due delle tre componenti del vettore direzione sono nulle
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Appunti di: Alessandra Possidente

3a) se
l=m=0 n#0

le equazioni cartesiane di r sono

3b) Se
la rappresentazione cartesiana di r &
3c) Se

m=n=0,1#0

allora
J¥y=1o
r:
=2

Da cartesiana a parametrica

Da cartesiana a parametrica

z+3y—z2=2
2z +y=1
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Poniamo una variabile qualsiasi = t

Da parametrica a cartesiana
r=2-—3t
r:qy=-1+t¢
z=>5+4bt

1. Scelgo una delle eq. da cui ricavare il valore di t, ovvero risolvo rispetto a t. (conviene quella dove il coefficiente
di t=1)

2. Ricavato t, considero il sistema formato dalle restanti equazioni
3. Sostituisco la t in esse con il valore trovato in (2)

4. Svolgo il sistema=

r=2-3y-3
z2=5+5y+5

r+3y+1=0
—5y+2z—-10=0

Da parametrica a cartesiana CASI PARTICOLARI

T 1 2
Dr: |yl =12 | +t]|0| essendoj=0, risolvo rispetto atsolo 1° e 3°
z -3 5
t = a1
:c:xo—i—at_> r=1+2¢ o t:Zi3
z=2z +ct z=-3+5t 5
y=2
_ -1 _ 243 _ _
t=t-. 5 =%"=2br-22-1=y—-2=0
T 2 1
2)s: |yl = 4]+t |0 y—4=2—-1=0.
z 1 0

x sara libero di variare, s sara composto da punticony e zugualia 4 e 1.

Due rette
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Gli elementi della prima riga sono dati dalla differenza delle coordinate dei due punti /°,. F°.. Le
successive righe sono formate dalle componenti dei vettori direttori delle rette 7. 5, rispetto alla base che
definisce il sistema di riferimento.

A Vi 0 rette sghembe. Ci fermiamo qui.
A = 0 rette complanari.
—
« coincidenti: v; = A\vy — P Py & av; oawv,

aa b a
« parallele: vy || vy - =
2 2 2

¢ incidenti: 1 punto in comune
1. sistema equazioni rette
2. una sola soluzione, metodo sostituzione
3. ricavo variabile
4. sostituisco e avro il punto in cui si intersecano.
* sghembe: nessun punto in comune (stanno su due piani diversi).
« perpendicolari: v | v; = (a; * ag) + (b1 * ba) + (c1 * c3) =0
Geometricamente sono ortogonali se:
o giacendo sullo stesso piano sono incidenti e formano quattro angoli retti,
o appartengono a piani distinti tra loro ortogonali.

quindi: anche due rette sghembe possono essere tra loro perpendicolari.
Da un punto di vista puramente geometrico due rette si dicono ortogonali se:
- giacendo sullo stesso piano sono incidenti e formano quattro angoli retti;

- appartengono a piani distinti tra loro ortogonali.

Da questa definizione vien fuori un'importantissima proprieta; anche due rette sghembe possono
essere tra loro perpendicolari.

Proiezione di un punto su una retta

Proiezione di un punto su una retta

Con proiezione di un punto su una retta si intende, generalmente, la proiezione ortogonale del

punto su una retta assegnata. Se € una retta qualsiasi e & un punto non appartenente alla retta,

la proiezione del punto sulla retta € il piede della perpendicolare condotta da a . -
70 https://www.youmath.it/domande-a-risposte/view/7043-proiezione-di-un-punto-su-una-retta.ht
ml
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Retta passante per due punti

—_—
Scegliamo le coordinate di uno dei due punti e come vettore direzione il vettore P; Py
Esempio retta passante per P(1,2,3) e Q(2,1, —5)
PG =(1,-1,-8)—i—j—8k

Scegliamo il punto P

retta :

N e s
I

W N =
+
~~
|
—

! retta: [X, y, z]= [scelgo un punto tra i due]+ t[@]

retta: [z, y, z|= [scelgo un punto tra i due]+ t[@]

Retta parallela al vettore v = 7 — j + k e passante per P(1,4, —9)

i)

Retta parallela al vettore v e passante per un punto

f,] = [P] +t H

Retta parallela all'asse y passante per P(2,4, —1)

retta :

v=0i+j+0k=j

T 2 0
retta: |yl =141 +t|1
z -1 0

Retta parallela all'asse y passante per P
X
retta: [y| = [P] +1 [v]
z

Retta parallela a una retta data passante per P(—10, 3, 2)

T 1 3

retta: |y| = {2 +1 |—2

z 3 -5
T —-10 3
retta ||: |y =] 3 | +¢ -2
z 2 -5
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x 1 1
retta: |y| = |2 +t|—-2
z 3 -3
T 1
retta||: |y| = [P] +t -2
z -3

o Per essere perpendicolari, il versore della retta v deve essere perpendicolare al versore dell'asse Xt - ¥ «

1=20

« Laretta & incidente all'asse x, il che significa che deve passare per un punto dell'asse x, avente cioé coordinate
(z*,0,0)

« Poiché la retta & perpendicolare all'asse x, I'ascissa deve essere uguale a quella del punto, quindi z* = 7 —
P2 (77 07 0)

La retta dovra passare per il punto P e P,

BP = (0,3,5)

Scegliamo il punto P

retta :

N 8
I
[SARNGUNEN |
_|_
~
ot w O

e Perpendicolari: versore retta v, L 1 (vasse w) deve essere perpendicolare al versore dell'asse x 1> V.

1=20

o Laretta € incidente all'asse X, il che significa che deve passare per un punto dell'asse x, avente cioe coordinate
(z*,0,0)

 Poiché la retta & perpendicolare all'asse x, l'ascissa deve essere uguale a quella del punto, quindi z* = 7 —
P»(7,0,0)

La retta dovra passare per il punto P e P,

BB =(0,3,5)

Scegliamo il punto P

retta :

w8
I
ot =3
+
o~
ctw o

« Per essere perpendicolari, il versore della retta v deve essere perpendicolare al versore dell'asse X ¢ - v .
1=20
e Laretta € incidente all'asse x, il che significa che deve passare per un punto dell'asse x, avente cioe coordinate

(z*,0,0)
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« Poiché la retta & perpendicolare all'asse x, l'ascissa deve essere uguale a quella del punto, quindi * = 7 —
P2 (77 07 0)

La retta dovra passare per il punto P e P,
BP = (X)

Scegliamo il punto P

x
retta : |y| = [P]—i—t[X]
z

¥ Retta passante per P e perpendicolare all’'asse y
La retta avra equazione y = k e sara perpendicolare allasse x= il vettore direzione sara i.

Impongo il passaggio per il punto P(17,19)

Una retta perpendicolare a 'y e parallela a x= I'asse x ha equazione y=0

Retta passante per P e perpendicolare all’asse y
Retta perpendicolare a y = parallela a x= I'asse x ha equazione y=0
La retta avra equazione y = k e sara perpendicolare all’asse x= il vettore direzione sara i.

Impongo il passaggio per il punto P(z,y)

vt [2] = [B] 4[]

Due rette sono perpendicolari se:
a) lo sono i relativi vettori direzione

b) se a1by + asby =0

Retta passante per un punto e perpendicolare a una retta
3r+4y=12 >b)— -4z + 3y =k

Py(7,5). 79 :3x+ 4y =12

impongo il passaggio per P e trovo k= 4¢3 — 3¢5 = 13

= punto 7, 5 e —41 + 37 vettore direzione.

Retta passante per P e perpendicolare a una retta
3x+4y=12 —-b)— -4z +3y=k

Py (7,5). ry:3x+4y=12

impongo il passaggio per P e trovo k= 4¢3 — 35 = 13

= punto 7, 5 e —4% + 37 vettore direzione.

@January 20, 2022 11:00 PM
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(9, - AR posSonte png(Eftm Qe forolelo. o M: ‘j SK@

Coo An. dwe He in O{J_orm CRARTE SIANA ) LT

—

A4 X +b15 CH (& O\mx+b«2\j ca | | et |

sono  pacollele de = a~[> @\\4:’ e — F

)

Q. i O AR poraeeefo. o T(a_t OLUnOC eq- Y= 5)(@

Per trouare Si dew inSius o e K, frvp}r\Ondo @ ponzo.agxo pec P4
ossio- RS PNBﬂO‘; kj:woo) X="
SETUSO= 40 =52V +K —+ =-5

Q=Sx =5 & [;] =

[5)
g=MX +9 f e

Se €@ etk ¢ (Ef Y +Q 8GRk =0

e 0w 4=q

QAU ponh (o 9)
3_—_— 55«——[—9 (-5:'——5
X = .l Y =D
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(G 1: O atbe ia  FORMOA PRRAMETRI(A soo PRRAUELL de
< WroRy DRELIONE oo PeomRrronNAlL
e | ow cocnciden

per cletenminore elea. di @
@ s S0 Pa (4,72 € pnol®la o mz:[;:}e [2] + (;12]

o
TSSO & Coodsi.rnalo di Pa Un g\thlQ ol (}onTOB

GRS

b= Y=o
O s
= t= )‘56’ =l 447 = % :~3‘1'r2/
-

ox -Hob: <

&(X_ [,,)_: ﬁg_l}S:’P Y= —{3&5 =10 = X+t9Y=+(-10
> 8
) X+~6(£-_— —6 259
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Punto in comune tra due rette

T 1 1 T 2 2
s: |yl =12 +t|-3 t: |yl =10 +¢t| 1
z 3 2 z 1 -1

z* 1 1 z* 2 2

y | =2 +t |3 e y| =10+t | 1

z* 3 2 z* 1 -1

STEP:
1. Elimino z*,y*, z*

2. ho 3 equazioniin tie to

3. Le prime due equazioni sono verificate se t; = % ety = =,

4. Sostituisco questi valori nella terza equazione che non € soddisfatta e quindi le due rette NON hanno alcun
punto in comune.

Punto in comune tra due rette
1. eguaglio le z = z, + at, y.., 2z delle due equazioni

2. trovo due risultati che sostituisco nella terza equazione, se non é soddisfatta le due rette NON hanno alcun
punto in comune

Un punto appartiene a una retta data?
P(-1,9,-2)

rozityj+zk=2+t)i+3—2t)j+ (@4 +t)k

Deve esistere un particolare valore del parametro tale per cui le tre relazioni devono essere simultaneamente
verificate. Deve esistere un unico t che verifichi le tre equazioni.

—1=2+t t=-3
9=3-2t > {t=-3
2 =4+t t=—6

Poiché le tre equazioni non sono verificate simultaneamente, P non appartiene a

Un punto appartiene a una retta data?
P(-1,9,-2)

rozityj+zk=2+t)i+3—-2t)j+ (@4 +t)k
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Deve esistere un particolare valore del parametro tale per cui le tre relazioni devono essere simultaneamente
verificate. Deve esistere un unico ¢ che verifichi le tre equazioni.

—1=2+1 t=-3

9=3-2t »{t=-3
2 =4+t t=—6

Poiché le tre equazioni non sono verificate simultaneamente, P non appartiene a r

et BlXe o, Bp) £ (it yjvak

o= ¥ - le sono twe uelificate , P e ala fella
le=¥ = ¢-

Piano e retta

x zo a
yl = |wl| +t|b|, B:ax+by+cz=d
z 20 c

retta contenuta nel piano 3: si prendono le coordinate del punto (g, Yo, 20 ) € Si inseriscono nell'equazione
del piano: axg + byy + czp = d

o Oppure - n.v =0, Py(zo,Y0,20) € B

retta parallela al piano: se n (versore del piano) e v (versore dellaretta), n.v = 0, e P(xo, Yo, zg) §E B
« retta incidente al piano: 1. v Vi 0

« retta perpendicolare al piano L. 8: v = An (i due vettori devono essere paralleli)
e determinare il punto di intersezione tra retta e piano:

Metto a sistema I'equazione cartesiana della retta, con lI'equazione del piano.

Trovo la t e la sostituisco per trovare (z,y, z)

DETERMING 1L PUNTD DL INTERSEZIONE. H mA LA RETIA £ IL PRNO

X=26& 26 -(-2&+6)+2:4€=0

YW=-2€+4¢ n2e=6

2=6t e=4 —> H=(1,5,2)
2

X=W+22=0
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PUNTO DI iNTERSERIONE H  ROTA- PIONQ

Ml G- carresiana feamae. @ trovot e la SBT(TV S 2o per talore (6,y,2 )
Q3. PiGNO ’

Rette e fasci di piani

Scrivere la retta in forma cartesiana e utilizzare la formula del fascio di piani.

Esempio

z—1
2

r—2=3—-y=

zT+y=>5
204+2="7
Fascio: ANz +y—5)+uRy+2z—7)

Fascio : Megq.1) + u(eq.2)
Piano passante per una retta e un punto

Scrivere I'equazione del piano /3 contenente il punto P(6,1,1) e la retta

T+2z=2
T—y—2z=3

Preso il vettore direzione v, della retta e un punto Q appartenente ad essa, il piano 3 sara L ai vettori v, e Qﬁ e
passera per P.

Ponendo z = t nelle equazioni cartesiane della retta si ricava:
r=2—-2tey=xz—2—-3=-1-3t

T 2 —2

s: |yl =|[-1] +t|-3

z 0 1
pertanto v, = 2i + 35 — ke Q(2,—1,0)
QB = (4,2,1) = 4i +2j + k
Il vettore vg L [ & perpendicolare anche a v, e Q?

vs = v, A QP = 5i — 65 — 8k

d=5%2—6x(—1)—8+0 =16
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B :5x —6y—8z=16

OPPURE

Il piano B appartiene senz'altro al fascio F' avente la retta come supporto:
Fascio: Nz +2z—-2)+u(z—y—2—-3)=0

e sara l'unico piano di F' a passare per il punto P, inserendo le coordinate di P nell'equazione di F' ricaviamo
'uguaglianza:

A6+2%x1—-2)+u6-1-1-3)=0
4 = —6A\, poniamo A = 1,u = —6
B:(x+22—-2)+—-6(z—y—2—-3)=0— p:5z—6y—82=16
Distanze nello spazio

Distanza punto - punto

dist(Py, Pt) = [|[BPi|| = v/(z1 — 222 + (1 —12)? + (21 — 22)?

Distanza punto - piano
E la distanza tra il punto e la proiezione ortogonale del punto sul piano

a
P*(z*,y*, z*), B che passa per Py(zo,Y0,20) Lv= |b
c

d=azy+ by + cz

* * *_d
dist(B, P*) lax* + by* + cz ]
va?+ b+

v Dimostrazione

— —
dist — | 20| = [PoPro|  la(z” — @) +b(y" —yo) + (2" — 20)| _ |az” +by" + cz” —d]
v.v [El Va2 + 02+ ¢ Va2 + 8+
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Dimostrazione della formula per la distanza punto-piano

Vediamo come ricavare la formula della distanza di un punto da un piano. Siano
P(zp,yp, zp)

le coordinate di un punto dello spazio e

a: ar+by+cz+d=0

l'equazione cartesiana di un piano. Dobbiamo dimostrare che

_|azp + byp + c2p +d|

4P ) vaZ + b2 + 2

Siano [ la proiezione ortogonale di P su «x & 1 la retta passante per i punti P, H, nonché la retta
passante per ] e ortogonale ad rv.

Indicando con V- un qualsiasi vettore direttore della retta e con 1, il vettore dei coefficienti direttori del
piano, abbiamo che

Vp =1y = [a,b,c)

Detto Py(xp, g, 20) un punto del piano « distinto da [, costruiamo il triangolo di vertici P, Py, H.
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r

Dimostrazione della formula per |la distanza punto-piano.

Ogpni retta del piano « & ortogonale alla retta r, dunque la retta passante peri punti Py e H &
perpendicolare alla retta r.

Da qui segue che il triangolo di vertici P, Fy, H & un triangolo rettangolo di ipotenusa P 1,
La distanza di > da «v &, per definizione, la distanza tra i punti P ¢ H, ossia

d(P,a) =d(P,H) = PH
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Sappiamo dai teoremi trigonometrici sul triangolo rettangolo che ciascun cateto & uguale all'ipotenusa per
il coseno dell'angolo adiacente ad esso, quindi nel nostro caso

PH = PPycos(¢)
e dunque
d(P,a) = PH = PP, cos(¢)

Poniamo

u: = P_)R]

per cui la lunghezza del segmento P—po coincide con la norma del vettore u
PPy = ||ul|

e I'angolo ¢ & 'angolo acuto formato dai vettori v e .

Indicando con - il prodotto scalare canonico, sappiamo che vale la relazione la seguente relazione per
I'angolo acuto tra vettori

cos(¢) = _fve-u]
[l |l

Nelle nostre ipotesi vV & un qualsiasi vettore direttore della retta 7, cosicché sappiamo quale direzione

individua ma non aprioristicamente quale sia il suo verso. Alla luce di tale generalita i vettori 1, v,

possono formare un angolo acuto o un angolo ottuso: il valore assoluto al numeratore garantisce che ¢

sia un angolo acuto. In caso di dubbi vi invitiamo a dare un'occhiata alla pagina dedicata all'orientazione

di una retta.
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Tornando a noi, sostituiamo I'espressione di cos( ¢ )in termini dei vettori u, v
d(P,a) = PPycos(¢) =

[voul _fvoeul
vl Tl = Tl

= [|ul| I
Le componenti del vettore 11 sono date dalla differenza delle coordinate dei punti che lo definiscono
u= PR = (xo —zP, yo —yp, 20— 2pP)

D'altro canto le componenti del vettore v sono

v, = (a,b,c)

dunque

|vr -u| = |(a,b,c) - (zo —xp, Yo —yp, 20— 2p)| =

= |alzo —zp) + b(yo — yp) + c(20 — 2p)| =

= |azg — azp + byo — byp +cz0 —czp| =

= |azp + byp + czp — axzg — byp — c20| =

= |lazp + byp + czp + d|

L'ultima uguaglianza deriva dall'appartenenza del punto PO(IO, Yo, 20) al piano v, infatti

Phca < arg+bypy+cen+d=0 —

— d=—axry—byy—czp

Infine

[vel| = Va® + 8% + 2

e quindi

d(P.a) = [v; - ul _ |azp + byp + czp + 4|
vl VR

da cui la tesi.

Distanza piano - retta

a ai
B : Py(xo,y0,20) Lv=|b r:P(z1,,21) vi= |b
c C1

o retta€ 8 - distanza=0
« retta e 8 sono incidenti - distanza =0

o retta || B - dist(P;, ) distanza punto - piano
Distanza tra due piani

a:az+by+cz B:rax+by+cz
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e coincidenti — distanza =0
¢ incidenti - distanza =0

o paralleli - dist(P;, ) distanza punto - piano

AROVO UN PUNTO APPARTENENTE AL PVRNO DY EQUARIONE 2K-4y)-22-4=0:
KELGO X=0,4=0 —> 2.0-4-0-2%-4=0 —> 2=-2 —> (0,0,-2)

Distanza punto - retta
1. Ricaviamo I'equazione del piano 8 | retta, passante per il punto P(xo, Yo, 20 )._
2. Determiniamo dove la retta interseca il piano (3, chiamando H questo punto

3. Calcolare la distanza tra il punto P e il punto H

Se il punto appartiene alla retta, la distanza punto-retta & nulla.

OPPURE:

—
(con ||v A Py P*|| si indica il modulo del prodotto vettore, quindi la 4/42 + 72 + k2 dati dal risultato
dell'operazione.

[lvA By P v A By P
dist(r,P*) = gaco v 2
Wl Var Rk
— ——d
N Py P* N Py P*
d’iSt(T,P*) _ HU 0 || ||’U 0 ||

|[v]] Vi2 452+ k2

Distanza tra due rette
r1 : Py (21,1, 21) diretta come vy, 79 : Pa(22,Y2, 22) diretta come vy
e coincidenti, incidenti — distanza =0

« parallele - dist(Py,ry), distanza punto - retta

* sghembe :
—_—
PP. A
dist(rl,rz):| 1P (v A o))
[lor Ava|
OPPURE:

se ho due rette sghembe r ed s, la loro distanza di un punto qualsiasi
della retta r dal piano « passante per s e parallelo ar.

per avere d(r, s):

o equazione cartesiana del piano « passante per la retta s e parallelo a r:
aar+byt+cz+d=0

o Fissiamo un punto P(z,y, z) della retta r

o Calcoliamo la distanza del punto P dal piano « con la formula
per la distanza punto-piano

d(P.a) — laxp + byp + czp + d|
. Va2 +b% + ¢?
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o dove a,b,c sono i coefficienti delle incognite dell'eq. cartesiana del piano o

o d(P,a)=d(r,s)

Piano contenente r e parallelo a s;
8 ha come vettore perpendicolare il vettore v, *v, e impongo il passaggio per il punto trovo I'equazione.

¥ esempio

) scrivere I'equazione del piano contenente r e parallelo a s;

Soluzione: Il piano ha come vettore perpendicolare il vettore v, x vs = 2i+5j—k, imponendo
il passaggio per il punto (1,0, —1) € r si trova

2x +5y —z =3.

OPPURE:

r € in forma cartesiana, scrivo I'equazione del fascio di pian che ha r come sostegno la rettar.
F:x(.)+p(..)

Determiniamo le componenti del vettore dei coefficienti direttori dei piani del fascio ng
Troviamo il vettore direzione della retta s v,

Imponiamo che il prodotto scalare tra i vettorei nge vs = 0

sostituisco nell’equazione del fascio i valori trovati di A e y, trovando il piano di equazione a che ¢ il piano
contenente la retta r e parallelo alla retta s

¥ esempio
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Esempio

Risolviamo I'esercizio proposto a titolo di esempio. Dobbiamo determinare I'equazione del piano contenente
la retta

r—y+z2=0
r:
r+2:2-1=0

e parallelo alla retta

r=—1+2t
s: Qy=>5+2
z=1-2t

Svolgimento: la retta 1 & gia in forma cartesiana, dunque scriviamo direttamente I'equazione del fascio di
piani che ha r come sostegno

F: Mz—y+2)+plz+22-1)=0
F: (A+p)z—Ay+(A+2u)2—p=0
Determiniamo le componenti del vettore dei coefficienti direttori dei piani del fascio

np = (A+p, —A, A+ 2pu)
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Dopodiché troviamo il vettore direzione della retta s

Vg = (2 2, _2)

e imponiamo che il prodotto scalare tra i vettori g e V4 sia nullo
ng-vg=>0

(A4 p, —A A+2u)-(2,2,-2)=0
2A+2u =22 =22 —4pu =0

—2A—-2u =0

A4+pu=0

Una delle soluzioni della precedente equazione &

(A1) = (1,-1)

dunque, nell'equazione del fascio

F: A+p)z—dy+(A+2u)z—pu=0

sostituiamo \ = le it = —1, ottenendo il piano di equazione

a: —y—z+1=0

che & il piano contenente la retta r e parallelo alla retta s.

¥ Dimostrazione

% %
dist(ry,r2) = || PPy (v A ) MNHE-(M A g
1 =
(v A vg)(upATa) o1 A va]

Volumi e aree

Tetraedro

Se il volume del tetraedro € nullo, i punti sono complanari.
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Dati 4 punti distinti dello spazio tridimensionale, che indichiamo con A. B, (. ID, il volume del tetraedro di
vertici A, B, C', D & pari a 1/6 del valore assoluto del prodotto misto fra tre vettori aventi per estremi i punti

A. B.C. D e che non appartengono allo stesso piano.

Per fissare le idee disegniamo un tetraedro e chiamiamo i sui vertici A. B. C'. D.

D

B

Il tetraedro ha 6 spigoli, che possiamo identificare con i vettori

— — = — — —
AB, AC,BC,AD . CD,BD

Per calcolare il volume del tetraedro basta scegliere tre vettori che non appartengono allo stesso piano, cioé

che non sono i lati di uno stesso triangolo, come ad esempio 413 4" 4] calcolare il valore assoluto

del loro prodotto misto e dividerlo per 6.

A(1,0,1) B(3,1,2) C(4,-1,3) D(2,-3,1)

AB=(3-1,1-0,2-1)=(2,1,1)
—
AC=(4-1,-1-0,3-1)=(3,-1,2)
AD=(2-1,-3-0,1—1) = (1,-3,0)

2 1 1

‘E/\ﬁ.ﬁ‘:det 3 —1 2||=6

1 -3 0
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43308

6 6

Volume =

¥ Dimostrazione

Sebbene l'esercizio & concluso, & bene capire perché il volume di un tetraedro generato da tre vettori

u.v. 1w € R3 si calcola in questo modo.

In generale, il volume di un tetraedro generato da tre vettori & uguale a 1/6 del volume del parallelepipedo

generato dagli stessi vettori.

Dall'interpretazione geometrica del prodotto misto, & noto che il valore assoluto del prodotto misto di tre
vettori uguaglia il volume del parallelepipedo costruito a partire da essi, dunque il volume del tetraedro
generato da 17, U/, w & pari a 1/6 del valore assoluto del prodotto misto tra 7, ', w. Tutto quil!

Triangolo

Se l'area del triangolo € nulla, i tre punti sono allineati.
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Dalla Trigonometria & noto che I'area di un triangolo qualsiasi & data dal prodotto della lunghezza di due lati
consecutivi per il seno dell'angolo tra essi compreso, il tutto fratto due.

Per intenderci, se A B, A("' indicano le misure di due lati consecutivi di un triangolo, e se § € I'ampiezza
dell'angolo tra essi compreso, allora

AB AC sin(#)
2

Area Triangolo ABC =

Ora, se A ¢ [3 sono gli estremi di un vettore AR allora la norma del vettore AR coincide con la

lunghezza del lato A |3

— -

AB — HABH

e lo stesso dicasi per A(”, ossia
— —

aC = H4CH

Ovviamente, I'angolo ¢ compreso tra i lati A8, AC' coincide con I'angolo tra i vettori ﬁ E—’: dunque

AB AC sin(#)

Area Triangolo ABC = - 5 =
s s
HABH H_w sin(6)

A questo punto, ricordiamo che il modulo del prodotto vettoriale tra -l_B> E}' € pari al prodotto delle norme

dei vettori moltiplicato per il seno dell'angolo tra essi compreso

— — — —3 0 .
‘ABxAC‘| - H.wH HAC‘ sin(6)
per cui

sin(#)

Area Triangolo ABC =

2] [+
2

— —
HAB x .4C'H

cioé l'area di un triangolo avente come lati due vettori & uguale alla meta del prodotto vettoriale tra i due
vettori.
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AB = —i+3j — 4k = (~1,3,-4)
—
AC =i +3j — 2k = (1,3,-2)
ik
ABAAC = -1 3 —4| =6i—6j—6k=(6,—6,—6)
13 —2

HEAA_dH = /67 (=6)2 + (—6)> = /36 + 36 + 36 = +/108 = 61/3
[4Brac]

2

Area =

‘2/§:3x/§

Parallelogramma

L'idea per risolvere I'esercizio consiste nel ricordare la regola del parallelogramma, secondo cui dati due
vettori U/, ui corrispondenti a due lati consecutivi di un parallelogramma AB., AD, la somma § 4+ ff
rappresenta la diagonale A ("', mentre la differenza 7 — j € la diagonale [) 3.

D C

A 7 B

U1 € V9 sono lati NON paralleli

Area = |[v; A va|

v =2 —3j+5k vy =4i+5j— 12k
i § ok
wAve=|2 —3 5| =11i+44j + 22k
4 5 —12
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Area = ||v; Avp|| = V112 + 442 + 222 = 114/21

Parallelepipedo
Volume = |u.v A w|

Se nessuno dei tre vettori € nullo, il prodotto misto € uguale a zero se e solo se i tre vettori sono complanari.

v
u=>5 —2j+k v =31+ 25 — 4k w=—i—25+2k

Volume = [u.v Aw|=]—20] =20
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