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Appunti di: Alessandra Possidente

Piano rettificante

Stabilire per quali valori di a la curva € planare
Una curva é piana o planare:

Cerchio osculatore

Centro del cerchio osculatore

Esercizio
1

1. Sia 7 la curva di equazione parametrica:

x =cost+tsint
y =sint — Lt cost

con —m < t < m. Stabilire se v ¢ chiusa; calcolare il vettore tangente e il suo
modulo; stabilire se v ¢ regolare.

Curva chiusa:
Il punto “d’arrivo” corrisponde con quello “d’inizio”:

ovvero vado a sostituire nell’equazione parametrica della curva i valori degli estremi
in cui essa e definita. Se sono risultati differenti quindi la 7y non € chiusa.

Vettore tangente
Vettore tangente= vettore della derivata della curva:

Derivo la curva (X’ e y’), il risultato.

Curva regolare:
I#'@)||#0—t=0,tecl

Il modulo del vettore tangente # 0
Oppure regolare a tratti: due curve regolari

Modulo
|7(t)|| = Vt?cos*t + t2sin?t = |t

Equazione della retta tangente alla curva nel punto p
ottenuto per t=0

1) per t=0 trovo P,(..,..,..)
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2)7'(t)

3)r'@@ - (a, b,c)
{x =P, +at

S:

Calcolare la lunghezza della curva di equazione

parametrica:

1. 7'(¢t)

2. |IF'(t)|] = VX2 + Y2
3. Formula

Lunghezza della curva:
b
L(y) = [, [Ir"®)llde

Se e regolare a tratti e non il 0, scrivo due integrali (C’é un | | separo gli integrali )

Curva semplice:

non si intreccia, non ci sono valori di t per cui riottengo lo stesso numero; € semplice
se almeno una componente ¢ iniettiva.

se per ogni coppia di valori t; = t5 nellintervallo risultaf(t1) # f(t2).

Forma polare
p=[fz) =7()=(f(z)cosz; f(z)sinz)

ex.p=e * = (e "cosx,e "sinz)

Integrali curvilinei di prima specie
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[ras - ff ) C"(8)] dt
C

b
— [ )y, 20) VIO + O+ 0P dt

Dunque, l'integrale curvilineo di prima specie |, o f(x,y, z) ds si ottiene formalmente:
1) sostituendo al posto di z,y, z rispettivamente z(t), y(t), z(t);

2) sostituendo al posto dell’elemento di lunghezza ds della curva C ’espressione

V()2 +y (8)2 + 2/(t)2 dt

3) integrando su [a, b].

Esempio 1.2 Sia C l’arco di curva (elica cilindrica) di equazioni parametriche

T =cost
C(t) =< y=sint 0<t<2r
z=1
Calcolaref zds.
c
Soluzione. Qui f(z,y,2) =z e
ds = \/x'(t) )2 + 2/(t)2dt = /(—sint)2 + (cost)? + 12dt = v2dt

Dunque
27

fzds=ft\/§dt=2\/§w2

C 0

[, f@,y)ds = [ FFE®)- |l (¢)]]dt
ds

calcolata nella curva x — x della curva

Integrale definito tra gli estremi dell'intervallo, sostituisco x e\o y e moltiplico per il
modulo della derivata

ex.
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r=1

f7 xds con-y: {y g

flz,y) ==z 7@)=(t,t3). r'(t)=(1,2t). |7 ()] = /1 + 4¢2

t €10,a]

J,eds = [i V1 +482dt

Nota: attenzione a dove mi trovo nell'intervallo: ex. [o, 7] solo positivo ecc

Caso 3: sostituisco entrambi

modut} dello. devuwota
s cop n(0): (s coot)  te[oB] lz'@lg °

&
)

deriy 4l
J - L [=[&
@ . @adt = [o/mw\m%] = 0 -mtond-= 7
A+ oot coo 2 Coo O

Applicazione integrali curvilinei

Baricentro e massa di una curva

Baricentro della linea: z¢ = Massa fy Az, y, z)ds | owero

J, 2\(z,y, 2)ds
fy Az, y,2)ds| — MASSA

[ densita = massa

J, yA(z,y, 2)ds

Yyc =
[, Az, y, 2)ds
A costante:
~ J,zAds X J, zds incui [, ds = L(y)
g = fy s )(f7 ds| —>= L(v) N lunghezza della curva
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1
o) f7 xds

1 1
ygm f,yyds , RG = WIVZCZS

Step:
1. calcolo 7'(0)
2. calcolo ||['(8)|| = R

3. con densita lineare \(0) = €’

ef € 0,m]
4. MASSA= [ Ads = [ ¢ Rd§ = R[] = R(e’ — 1)
WE. tole. MPSHE e BARIENTRO oludo. CRUR.
(@) (RT) Rsing) gel[0;T] R>0

eol demio emooso. (@)= e nov colonTe

LZ(@’) = (Ree @, Rg5in@) ! (@) = (-R&nT ) Aoee @)
I 2 (@) -R
M A jkds bfﬁ o g1
& Rdo - r|e =R (e%- 4
I 3 ? [ JO ( ) Merssp
ovadello @

5. Baricentro
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A, Yoo L 5’ Wde = 4 g ¥ qoover: & pda - 5 {ﬂee/ca)eée_—
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Terna intrinseca

( vettore tangente= solo derivata

versore tangente= detivata
modulo

versore, formule in teoria:

tangente normale

SN0 G
0= T o

formule in pratica:

versore :
tangente binormale
T’(t) _ rl(t) .é(t) =

|7 (@)l r'() A" (¢)

17 (&) A" (@)

Curvatura k(t)
_ @ A" @)l

0= ol

Raggio di curvatura p(t)
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B(t) =T(t) A N(t)
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N(t) = B(t) AT ()
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1

p(t) = w0

Raggio di curvatura nel punto, I’equazione piano
osculatore

Step
1 r(1) = (4,3,1)
Sostituisco il valore nell’equazione della retta P(4,3, 1)
2. 7' (t) = (3 + 3t?)
' (t)
prodotto vettoriale 7’ (1) A 7" (1)
[ Al
11l

calcolo k(1) e p(1)

N o g M~ W

Piano osculatore 1t 0

|| Piano ortogonale a B(l) [vettore binormale] passante per il punto P
7, 1 B passante per P

Ma per scrivere I’equazione di un piano va gia bene un vettore

P(4;B;0) r'(L) Ar"(1) = (4,5, k)

To =it —a)+jly—b)+k(z—c)=0

Piano osculatore

ortogonale a B

Piano normale
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ortogonale a T’ (e contiene V)

Piano rettificante

ortogonale a N

Stabilire per quali valori di a la curva é planare

ovvero: per quali valori di A & nello spazio ma sta tutta su un piano?

Una curva e piana o planare:

- appartiene a un piano,
-il vettore B e costante,

-la curva e contenuta nel piano osculatore.

Una curva € piana se B é costante

r’(t)

2. r7(t)

=

3. v’ A r”’=in questo caso(6at + 2, —6at? + 4, —2). Quando non dipende da t?
=sea =0

4.sea=0, P’ ANr”=(2,4,—2) con a=0
5. la curva € contenuta nel piano osculatore - scelgo un punto P

6. - P(0, 1, 1) con t=0 (lo sostituisco alle t del’'equazione DELLA TRACCIA) ...
r+2y—z=1
Cerchio osculatore

54 20 dora Lo poroladle Y
SR UG WO~ ot (Y (73041000 dow D(D,0) ad A (2;4).

1) Determinare T" ed N in (1,1)

2) Scrivere I'equazione del cerchio osculatore in (1, 1)
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2

Sol. Trasformo y = 2 in un equazione inr - r(t) = (¢,t2) cont € [0, 2]

versore tangente 7'(1) =7

L) {)te) o= 4 e

LorS. Ty 0 4 (= = TN
' (O
el [UC | (%) % .
= 5 ' \[b
i fotwg ovea
A
B
\
[ A
J
*
T‘(ﬁ:(%_ 1Rl )0) B(0-(0,01) N ) e BN T
s U5
e 3
B
40 : o L ( = ) B 0)
B W

perché fare questo | sarebbe stato un casino
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(o7 € Un CAINO

O AERET

(R AR

— 4 .t
o T = (i ——
m— 154+C4t7‘

Centro del cerchio osculatore

C=P+p-N
= (&2 ()= (¥,4,0
centro= P + raggio di curvatura « vettore 2 ®)={86%,0) = R (440)
normale '€= ({4, 2% ,0) (- ,2,0)
rt®=(0,1,0) " ()=(0,2,0)
el 4 20 2 (0,0,7)
e'll= V5
e ARl 2
Kl 2] E 1T S):?E_
J2)” 56 -
= 5 -2 A EERE
!! C:(A,B,C) C- (/{/()O)“-ng(o( W)%JO) - (L‘I ’L]O}
eq. cerchio : o
osculatore: (z — el piovo (V5 9) = € (-4 5)
2 2 N
A) ‘|‘(Y—B) 6.0 = (y-{—(,)) 4+ (‘ﬁ" J:q:)a: 15
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