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Teoremi e Dimostrazioni

Teorema di Fermat (*)
ngR2*>R P():(C[:Q,yo)EA

Se Py & un punto di massimo o di minimo di f in A = o & un punto stazionario, o & un punto di non derivabilita o & un
punto di frontiera.

‘ Esso stabilisce che se una funzione é differenziabile in un punto interno al dominio, e se tale punto & di
massimo o di minimo relativo, allora il gradiente della funzione é nullo.

Punto stazionario

Se Py & un punto di massimo o di minimo di f in A e se f & derivabile in Py e Py & un punto interno di 4, allora le
derivate parziali di Py in f sono entrambi uguali a 0 (punto stazionario).

f:ACR?* %R Py = (z,y) € A& un punto stazionario di f se f & derivabile in P e f,(P) = f,(P) = 0.

Se f & differenziabile in Py e Py & un punto stazionario = I'equazione del piano tangente al grafico di f in P,
& z = f(xo,y0) - il piano tangente & orizzontale.

¥ Dimostrazione

Supponiamo che Py sia un punto di massimo relativo di f in A > 3U(Py) C Atale che V(z,y) € U =
f($07y0) > f(may)
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In particolare f(z,v) < f(zo,%) V& € (xg —7;x0 + 7) dove r & il raggio dell'intorno.
Sia g(z) = f(z,%) 9(zo) = f(zo, %) = g(z) < g(x0) Vz € (o — 7530 +7)
Quindi g(a:o) € una funzione di una variabile > o € un punto di massimo relativo di g

g & derivabile in ¢ perché per ipotesi f & derivabile in (zo,0) = ¢'(z0) =0

g (o) = fa(z0,%0) =0

Analogamente f(zg,y) - sono i punti sulla verticale dell'intorno -

f(zo,y) < flxo, ) Yy € (o —ryo+7)...= fy(zo,20)=0

Teorema (*) Condizione sufficiente per estremi liberi

Siaf: ACR> R  Aaperto feC*A) Py = (zo,y0) punto stazionario di f.
o Allora se dzf(Po) ¢ definita positiva si ha che P, & un punto di minimo relativo
e Se d2f(P0) ¢ definita negativa si ha che P, & un punto di massimo relativo
. Se d?f(P) & indefinita, P, & un punto di sella della funzione f.

Non ci dice nulla se d* f(P,)é semidefinita.

¥ Dimostrazione
Af = Flavy) — F(eow) = 5 (Fex (P& — o) + 2y (PO)(& — 20)(y — 0) + Fyu (Bl — w0)?) +o((z —¢

Poniamo h = z — z k=y—1u
1
AF = f@o + by + k) = £@0,30) = 5 (fea (PN + 2y (RE + fy (PO)K?) + o(h® + k)

o(h? + k?) & un infinitesimo di ordine superiore che tende a 0 pili velocemente di A2, k2, ma non conosciamo il suo
segno, quindi in un intorno # (0,0) non sappiamo quanto grande puo essere

Il segno di A f coincide con il segno di d2 f(FPy) per (h, k) € U(0,0), perché o(h* + k?) & trascurabile in
un intorno dell'origine

« Se d’f(P,) ¢ definita positiva sihache Af > 0 V(h,k) € 4(0,0) > P, & un punto di minimo relativo.
« Se d’f(P,) ¢ definita negativasihache Af <0 V(h,k) € U(0,0) > P, & un punto di massimo relativo.

« Se d’f(P) ¢ indefinita vuol dire che & sia positiva che negativa in (0, 0). Siccome A f cambia di segno in
ogni intorno dell'origine 4 (0,0) - Py & un punto di sella

Criterio della matrice Hessiana (*) in due variabili
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‘ Il criterio della matrice Hessiana, vale solo in due variabili (non vale in n variabili)

f:ACR? R Aaperto  feC?(A) Py = (wo,y) € A punto stazionario di f
« Sedet Hf(Py) > 0e fuz(Py) > 0 = Py & un punto di minimo relativo

« Sedet Hf(Py) > 0e fz(Py) < 0= Py & un punto di massimo relativo

o sedet Hf(Ry) > 0, fo.(F) non sara mai = 0, sara sempre diverso da 0

o Sedet Hf(Fy) < 0= P, &un punto di sella.
+ Sedet Hf(Fy) = 0 = Non abbiamo informazioni, dobbiamo utilizzare la definizione per stabilire la natura.
¥ Dimostrazione

By =20,y

Partendo dalla formula di Taylor al secondo ordine con centro in (a:o, yo)

fla,y) = flzo,m0) + 5 (fm(Po)(w — 20)® + 22y (R)(@ — 20)(y — ) + fiu (B0)y — w0)?) + o{(@ — 20)? + |

1 Af = f(=z,y) = f(zo,%0)
Af = f(@,y) — F@o,un) = 5 (Fae(B0) @ = 20)? + 2oy (R)(@ = 20)(y — 10) + Fis (PO)y — )?) + ol —

Poniamo h = = — xg k=y—w

AF = flao b + k) = F(eo,0) = 5 (Faa (PR + 2oy (R + fi (R)R?) + o2 + K2)

Af(ea,w) = Flay + hyyo + K) = o, ) = 50 F@n, ) + o + 1)

o(h? + k%) & un infinitesimo di ordine superiore che tende a 0 piu velocemente di k%, k2, ma non conosciamo il suo
segno, quindi in un intorno # (0,0) non sappiamo quanto grande puo essere

o !I'segno di Af coincide con il segno di d” f(Py) per (h, k) € U(0,0), perché o(h* + k?) & trascurabile in
un intorno dell'origine

2 f(z0,y0) & una forma quadratica con matrice H f (o, o)
Se det H f(z0,y0) > 0 e frz(z0,y0) > 0 gli autovalori di H f(zg, yo) sono entrambi > 0
« d’f(Py) & definita positiva sihache Af > 0 V(h,k) € U(0,0) > P, & un punto di minimo relativo.
Se det H f(zo,y0) > 0 e frz(x0,y0) < 0 gli autovalori di H f(zg,yo) sono entrambi < 0
« d?f(P,) & definita negativa sihache Af <0 V(h,k) € U(0,0) > P, & un punto di massimo relativo.
Se det H f(zo,y0) < 0, gli autovalori sono discordi

« d?f(P,) & indefinita vuol dire che & sia positiva che negativa in 2(0, 0). Siccome A f cambia di segno in ogni
intorno dell'origine 4 (0,0) - Py & un punto di sella
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Se det H f(zo,yo) = 0, almeno un autovalore & nullo

. d2f(P0) € una forma quadratica semidefinita positiva (o semi definita negativa), cioé & sempre positiva tranne
che in un punto, diverso da 0, nella quale si annulla e quindi si annulla su tutta la retta passante per quel punto.

« Siccome il segno di Af(xg, o) = segno d? f(zo, o), ma d* f(zo,yo) = 0, allora il segno A f(zg, o) = segno
o(h2 + k2) che non conosciamo. Per questo motivo non possiamo dire nulla sulla natura del punto se il

det H f (0, y0) = 0.

Teorema (*) ottimizzazione di funzioni convesse

¥ In 1 variabile

f: (a,b) = R se f & derivabile 2 volte in (a,b) e se f"(z) >0 Vz € (a,b), allora la f & convessa in (a,b) e

viceversa.
f"(z) > 0 = f & convessa
f & convessa = f"(z) >0
f"(z) > 0 < f & convessa
f"(z) <0 < f&concava
In 2 variabili

f:ACR? - R A aperto, A convesso
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« f differenziabile in A, f convessa in A, (g, yo) punto stazionario = (zo, yo) & un punto di minimo assoluto di f
in A.

- f differenziabile in A, f concavain A, (zg,yo) punto stazionario = (2o, ¥o) & un punto di massimo assoluto di f
in A.

¥ Dimostrazione

Per il teorema precedente si ha che

f(@,y) > f(zo,%0) + felze, Y HT=T0) + fulZo- oy —=T0) V(z,y) € A
= f(z,y) > f(zo,30) V(z,y) €A

f(z,y) > f(zo,y0) = & la definizione di punto di minimo assoluto.
f:ACR? SR A aperto, A convesso, f € C2(A) < vale il teorema di Schwarz
& f(@0,90) = foz(@0,90)B” + 2foy (€0, y0)hK + fyy (20, 90K

o féconvessain A se e solo se V(z,y) € A & f(zo,y0) >0 V(h,k) € R?
« Laforma quadratica d? f (z0, Yo) & definita positiva o anche semidefinita positiva
« feéconcavain A se e solo se V(zg,y) € A df(zo, ) <0 V(h,k) € R2

« La forma quadratica d? f(z,, %o ) & definita negativa o anche semidefinita negativa

Integrale della Gaussiana (*) con dimostrazione
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Struttura dell'integrale generale - Formula risolutiva (*)
Se p e ¢ sono continue in I = p(z) ha primitiva in I. Sia P(z) la primitiva di p(z)

'F :—epr|m|t|vad|f()—ac9F = [ f(z)

+ Sey +yp(z) = q(z)

Allora la formula risolutiva é:

y=e" I p(@)de . (f q(a:)efp(w)dwda: + c)
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* Sey =yp(z) +q(2)

Allora la formula risolutiva e:
Y= efp(z)dac . (fq(m)e*fp(z)dz‘dw + C)

¥ Dimostrazione

y +yp(z) = q(z) = [y + yp(z)]e’@ = g(z)e"@
ye"®) + yP(2)e"®) = g(z)e"™

(s@)e"®) = ga)er®

y'eP @) 4 yP(z)eP®) & la derivata di y(z)el(*)

= y(z)ef@ = /q(m)ep(’”)dw

Q Dove gli integrali, in questo caso, rappresentano solo una primitiva, non l'insieme di tutte le primitive.

Dividiamo tutto per eP(m), che equivale a moltiplicare per e P

y(z) = e F@ </q(m)eP(z)d:c + c)

Siccome P(x) & una primitiva di p(z), aggiungiamo l'integrale e scriviamo p(x)
Yy = e fp(ac)dw . (f q(aj)efp(w)dmdw + C)

- Formula risolutiva delle equazioni differenziali lineari del 1° ordine

Principio di sovrapposizione (*)

O—
¢ xk »—p

Quindi in generale: Dimostrazione 1

y1 — (Ly = fi)ar
+
v — (Lys = fo)e
= | caly + Ly, =cafi +cfs |
= Llay +ap)=cafit+af
—_——

=Ly =afi+caf

L(y) soddisfa I'equazione differenziale con forzante c; f1 + ca fo
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Dimostrazione 2

a(@) () +y) +b(x)(y) +v5) + c(x)(y1 +v2)

= [a(@)ff + b@)y; + @)y |+ [ale)sh + bk + c@he| = f(2) +

Teorema 1 (principio di sovrapposizione) (*)
Se y1 & soluzione di ay” + by’ + cy = f1 (forzante fi) e
y2 & soluzione di ay” + by’ + cy = fo (forzante f2)

- allora la funzione y(t) = c1y1 (t) + c2y2(t) & soluzione diay” + by’ + cy = a1 fi + 2 f2

Struttura dell'integrale generale quando f(t) = 0 (termine noto = 0)

ay +b +cy=0= Ly =0

41 € soluzione dell'equazione omogenea Ly; = 0
4o € soluzione dell'equazione omogenea Ly = 0

Allora per il principio di sovrapposizione

Llayi + eyp) =alyi + oLy =0
—_————

L(y)=0
= L(y)=0 Yer,e2 € R

Quinid ogni combinazione lineare dell'equazione omogenea, & ancora soluzione della stessa equazione.

' = L'insieme S delle soluzioni di un'equazione lineare omogenea forma uno spazio vettoriale di dimensione

pari all'ordine dell'equazione differenziale.

Se a(t) =+ 0, quindi I'equazione & di ordine 2, allora anche la dimensione dello spazio vettoriale S & 2.

Teorema 2 (di struttura) (*)

Lintegrale generale ay” + by’ + cy = 0 e a, b, ¢, f(forzante) funzioni continue in un intervallo I, a(t) # 0 in I, &

dato da tutte le combinazioni lineari:
y(t) = ciy (t) + 212 (2) Ve, e € R

Dove y1,y2 sono due soluzioni linearmente indipendenti dell'equazione stessa.

¥ Dimostrazione
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Struttura dell'integrale generale quando f(t) Va 0 (termine noto # 0)

a®)y' +ot)y +ct)y=ft) f=#0

= Ly = a(t)y" +b(t)y + c(t)y

= Ly = f <« equazione non omogenea o equazione completa

a(t)y” + b(t)y + c(t)y = 0 < equazione omogenea associata
Ly=0

Supponiamo che:

» Yo & soluzione dell'equazione omogenea associata Ly, = 0

* 1y, € soluzione dell'equazione completa Ly, = f
Per il principio di sovrapposizione:

Lyo +yp) =Lyo + Ly, =0+ f = f
Yp € Una soluzione di Ly = f
= y(t) = yo(t) + yp(t) sono le soluzioni di Ly = f

Yo € una soluzione di Ly = 0
Se invece:

« 1 & soluzione dell'equazione completa Ly; = f

1 & soluzione dell'equazione completa Ly, = f
Per il principio di sovrapposizione:

Ly —p)=Lyn +Lp=f—f=0

E soluzione dell'equazione omogenea associata.

Teorema 3 (di struttura per le equazioni complete) (*)

L'integrale generale di
at)y’ +bt)y +ct)y=ft) f#0

* a,b,c, f(forzante) funzioni continue in un intervallo I, a # 0,

€ dato da tutte e sole le funzioni:
yt) = ay (t) + ey (t) + 4 () Ve, €R

Dove y; e Yo sono due soluzioni linearmente indipendenti dell'equazione omogenea associata a(t)y” + b(t)y’ +
¢(t) = 0 > sono soluzioni di Ly = 0
E y, & una soluzione particolare dell'equazione completa a(t)y” + b(t)y' + c(t) = f(¢)

¥ Dimostrazione
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Equazione caratteristica associata (*)

Caso A >0
1. Cerchiamo soluzioni del tipo y(t) = e dove A & un parametro da determinare, con queste derivate:
Y() = A
y'() = NeM

2. Sostituiamo nell'equazione differenziale ay” + by’ + cy = 0 e raccogliamo e

ad?eM + breM + ceM =0
M@+ b\ +c)=0
AN +bA+c)=0 eM=0

y(t) & soluzione se e solo se aA? + bA +c =0
P()\) = aX\’ + b\ + ¢ « polinomio caratteristico associato all'equazione differenziale.

3. Risolviamo I'equazione caratteristica P(A) = 0
a)? +br+c A =0 — 4dac

Se A > 0, il polinomio caratteristico ammette due radici reali distinte:
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—b— VA

M O
—b+ VA
hy=——7— p(t)=e"
2a
yl(t) e)\lt

= M=%t che dipende da t -

Le funzioni y; e y» non sono mai costanti, infatti il loro rapporto & =3
y(t) et
AL # de.

4. Dal teorema di struttura possiamo scrivere l'integrale generale dell'equazione differenziale omogenea
it Aot
y(t) = cre™’ + cpe™®

Come combinazione di y; e yo al variare delle costanti ¢y, ca.

¥ Dimostrazione: Integrale generale diy” + 4y’ + 3y =0

Troviamo delle soluzioni che siano proporzionali alle loro derivate.

y(t) = e ha derivata proporzionale alla funzione stessa - risolve I'equazione di partenza per qualche valore di
A?

y(t) = Ae
y"(t) = A\2eM
Sostituiamo y, 3/’ e ¥ nell'equazione differenziale, troviamo:
MM L ade™ 4+ 3eM =0

MAZ 441 +3)=0
N +4A+3)=0 M=0

AN+dar+3 o0 =-1 Ao =—3

nt)=e'  pt)=e¥
. . . .. N . Y1 (t) e_t 2t N
Queste due funzioni non sono proporzionali perché il loro rapporto & la funzione: (t) =— e < chenone
Y2 e
costante.
Caso A <0

ay’ +by +ey=0

a,b,ce Rea =0
Cerchiamo soluzioni esponenziali y(t) = e
y(t) = reM
y"(t) — )\26)\15
P(\) =aX + b\ +c

aXl+b+c=0
A=b_—4dac<0

Le due soluzioni sono:

)\1:a+i,3
)\QZOZ*’L',B
b _ V4ac— b
" 2 o 2a

Teoremi e Dimostrazioni

11



L'equazione ha due soluzioni reali, linearmente indipendenti:

up (t) = e* cos(Bt)
uy(t) = e* sin(Bt)

Utilizzando il teorema di struttura, possiamo scrivere l'integrale generale:
y(t) = e*(cy cos(Bt) + ¢ sin(Bt))

v Dimostrazione: ¢/ + 2y’ + 10y = 0 trovare l'integrale generale
Cerchiamo soluzioni esponenziali y(t) = e*

Y () = A

V(1) = NN

A2eM + 22N + 10eM — eM(A2 + 2X + 10) = 0

PA)=X+2X2+10=0

A=-36
Ap = —14+ 3
Al=-1+3¢ Ao =—-1-3¢
0 (t) — e(71+3i)t %o (t) — e(*l*Si)t

Ricordando la formula di Eulero per I'esponenziale complesso:
e+ = ¢%(cos(B) + i sin(B))

1 = e '(cos(3t) + isin(3t))

Yo = e *(cos(3t) — isin(3t))

Ricordando che I'equazione € lineare omogenea e che quindi ogni combinazione di y;, Y2 € ancora soluzion,
possiamo costruire due funzioni reali:

¢ Una sommando y; e yo:

yi(t) +30(t)

= e ' cos(3t
5 e ' cos(3t)

u (t) =
« Una facendo la differenza di y;, y>:

us(t) = Bl — %0 (t);iyz ®) = e 'sin(3t)

Le due funzioni sono linearmente indipendenti perche il loro rapporto non & costante (dipende da t)

ui(t) e fcos(3t)

) e TsmEy G

L'integrale generale pud essere infine scritto come:

y(t) = crur(t) + coua(t)
= e “(c1 cos(3t) + c2 sin(3t))

Caso A =0
ay’ +by +cy=0

a,b,ce Rea=0

Teoremi e Dimostrazioni



Cerchiamo soluzioni esponenziali y(t) = e

y’(t) = deM
yll (t) — )\26)\15
P\ =aX +b\+c

aX +b+c=0
A=V —4ac=0

n (t) _ e>\1t
Yo (t) = teM?

Sono linearmente indipendenti e sono soluzioni dell'equazione differenziale. Dal teorema di struttura, l'integrale
generale é:

y(t) = creMt + coteMt Yer,c0 €R

¥ Dimostrazione: determinare l'integrale generale diy” — 6y’ + 9y = 0
Cerchiamo soluzioni esponenziali y(t) = e*
y(t) = reM
y"(t) _ }\26)\15
PA) =X —6)1+9

A —6A+9=0

A=36—-36=0
Siccome il discriminante € nullo, I'equazione caratteristica ha due radici reali coincidenti Ay = A2 = 3.

Questo metodo ci permette di trovare solo una soluzione dell'equazioni differenziale: y1 = €. Tra le soluzioni ci

sono anche tutti i multipli di et > n (t) = ce’t c € R. Per torvare l'integrale generale ci occorre un‘altra

soluzione linearmente indipendente da y; = ce®.

Per fare cio troviamo y2 = c(t)e3t che risolva I'equazione differenziale y’ — 63 + 9y = 0. Per vedere quali
condizioni deve rispettare ¢, calcoliamo la derivata prima e seconda:

Yo = t) 3t
= ()¢ + 3eft)e”
yé’:c() + d(t)e* + 3¢ (t)e* + 9e(t)e™
Sostituiamole ora nell'equazione differenziale:

e[ (t) 4 6¢ (t) + 9c(t)] — 6€3 [ () + 3c(t)] + 9c(t)e® =0

= & (t) + 6eHE) + Qeft) — 6HE) — 18e(t)] + Qeft) = 0
="t)=0 VteR

La condizione su c ci dice che deve avere derivata seconda nulla per ogni £
Per trovare la costante c basera integrare due volte:
dt)=0 VteR
dit)=a
ct)=at+e Ve, e

In particolare ¢(t) = ¢ soddisfa la nostra condizione.

Quindi:

Teoremi e Dimostrazioni
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y = e

p = te
Risolve I'equazione differenziale. Siccome e y; € linearmente indipendente da y» (non proporzionale al rapporto)

m €3t 1 .
== n — non € costante

Y2 t
Quindi grazie al teorema di struttura, l'integrale generale & la combinazione di y;, y> per ogni valore delle costanti

reali c1, c2

y(t) = iy (t) + 2 (t) = €¥(ert + ¢2)

Esercizi presenti sul programma
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¥ Ottimizzazione del profitto P(K, L) con il modello Cobb-Douglas
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¥ Massimizzare la funzione di produzione sul vincolo di budget fissato nK +mL = b

Teoremi e Dimostrazioni

16



‘F.Lss.mtam J}. ,g.lp!.n-i d: priadlnz ice 7 (k1) suld | vaed d hldfjﬁnt ,P.'smto )
mK +ml=b
Sobuziore. ; Thoumazo ?[KL)'a,k“.’.a

Bk ] ko 6] —? se 2 b omkibeh omK:0 (mom P sm0)

@Esf-ﬂzﬁﬁvm& Kbml.

m

» o(K,L)= g (_la_m) ar(J-)

@ Tee. Miuss ol b IE e%wﬂ&fv“ mik nr,L)O

a%&.ﬂmm%gbm@mmma‘fmixeL
¥ E g Jokd | Mo £ ¢ dio => ¢ coplly €
ol 'Pe M#mwss ?lsmuﬂmmgmmwam&.i

€) "f(l) om,(b ml);. .‘.3+ a.( ) Tﬂ"”
W/[Mw mLp]m
LHL e E RN
= ui*MLﬁ: bl 1] _ /

bw. m_ﬂ)_=-l;’f3 "E Md\"‘w{ﬁ.{éﬁlfﬁm € urico, qend ‘?om Concbriome

Teinand, :
e TR e e g

Tissanoo | TARMER , Dfco eaBr SLoEE 1a NATURA DEL TULTO E
mP-mao

Teoremi e Dimostrazioni

17



