w

Formulario Variabili aleatorie

Variabili aleatorie discrete

P(X = z) =7 da calcolare
Funzione di massa di probabilita
1.0<p(x)<1,VkeR

p(z)=P(X =z);z R

Se X & una variabile aleatoria discreta di massa di probabilita p(z)

- P(XeB)= ineDzﬂB p(z:)
Funzione di ripartizione per variabili aleatorie discrete

F(k)=P(X <z);z R

s F(z) = ZmieDzmiér p(i)

Proposizioni
F, & non decrescente (crescente in senso lato)(costante o crescente) ed & continua da destra
1. Perogniz € R,0 < F(z) <1

lim, , o F,(z)=0
lim, o Fp(z) =1

2. Pla<z <b)=F(b)—F(a); (a<b)

Variabili aleatorie continue
P(X =) =0 - sempre

Densita di probabilita
Se soddisfa queste due proprieta, allora & una densita di probabilita

1. f(x) >0 Vz e R
2. [ f(z)dz =1

Si fa l'integrale nell'intervallo dove la funzione & diversa da 0.

v Esempio per verificare se f(x) & una densita:

f(m):{l—]m\ —1<z<1

0 altrimenti

f(x) > 0 > sempre (guardare il grafico)
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00 1 o 1
/ 1—|:1c]dx:/ 1—|xdx:/ (1+x)dm+/ (1-2z)dz=1
00 -1 -1 0

Si fa l'integrale nell'intervallo dove la funzione e diversa da 0. Quindi & densita

v Esempio 2 per verificare se f(z) & una densita:

o0 1 (&) o0
/ f(z) = / 0 +/ e @ Vg = —e @V =04+ =
—0o0 —0 1 1

Quindi & densita.

v Esempio 3 per verificare se f(z) & densita:

- {0 95w

Dal grafico si evince che f(m) <0tra0 <z < % quindi la funzione NON é densita

E la frequenza con cui la variabile aleatoria assume quel valore.
o0
P(z € B) = / f(x)dz = / f(z)1p(z)dx
B —00

Se X & una variabile aleatoria continua di densita f allora:

« P(X € B) = [, f(a)dz

Funzione di ripartizione per variabili aleatorie continue

¥ Esempio funzione di ripartizione grafico
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Sia X una variabile aleatoria la cui funzione di ripartizione ha il grafico disegnato in figura.
Link: https://www.dropbox.com/s/95fejmwq96s1lc6/figGestA jpg2dl=0
Indicare le affermazioni vere.
(1 punto)

A
hd

0.8
0.75F

0.5
02—

-

Y

B |t f—
—
N
(\]

PX=1) =025 v 0.75-0.5

P(x<2)=05 v
P(X=05) =02

P(X=2)=1

¥ Esempio 2 funzione di ripartizione grafico
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(1 punto)

0.8
0.75F

0.5F

0.2

]

N ==
o
[WS] [9%] oo
N

Sia X una variabile aleatoria con funzione di ripartizione Fy come in figura. Apporre i corretti valori di v

P(Xx=3) =005 v
P(x=3) =05
EX]=1 v

P(X = z) = 0 > sempre, per la definizione di variabili aleatorie continue. Si possono calcolare i
valori precisi solo nei punti dove c'& un salto (cambio di valore) tipo P(X = %) =0.8—-0.75=0.05

T
o F(x)= ["_ f(t)dt
- integrale tra il valore piu basso dell'intervallo e

¥ Esempiol z>1

vEsempio2 0<z<1

F, & non decrescente (crescente in senso lato)(costante o crescente) ed & continua
1. Perogniz € R,0 < F(z) < 1
lim, , o F,(z)=0 lim, ,o Fp(z) =1
« Pla< X <b)=P(X € [a;8)) = [ f(x)da
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b)
b) = F;(b) — F(a)

d
densita — f(z) = d—F(w) < Funzione di ripartizione
x

Coppie e vettori di variabili aleatorie

Funzione di ripartizione congiunta per variabili discrete

F(z,y) = P(X <z,Y <y)
X<z,Y<y=X<z)n(Y<y)cCS

Distribuzione congiunta per variabili aleatorie discrete

Massa di probabilita congiunta

pxi,y;) = P(X = 2;,Y = y;);
i=1,2,... j=1,2,...

e la loro funzione di massa di probabilita congiunta

X =z;Y =y;) =
=X =z)n Y =y)

¥ Esempio coppia di variabili aleatorie (tabella)

By
X\Y -1 0, 1 PX=x) S EEE s L?.
0 444“/6*15_3‘*:3/@ Keg=qg ™ S
1 1/1)}*’9 +|-G :“'/(j
P(Y=y) ‘1}32‘1/& Y ] EK\/):&6%3-@[\(:8)e-i.ﬂyz33*O.p(yzo>d_1,q:(\/:i>
1o goxedpax-1-d95.4"
SRuBAREUBEEGRRINFEUCEE
Teko L 13
F darscad-4-1-44 p 1%
1 _‘Ewl)rljroou v ! 3‘-‘11 L oL

‘P(X L @ _» Somma dei valori nelle righe

‘9()/ . 5) ~pSomma dei valori delle colonne
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b) Epo= 2 v P(Xen) 0 feo)e 10X 1)+»1-d-

4

M. AR

ELXJ- Z%" (x<x) 2 0" Plx=0)# 12 P(x=1) # L %
mﬂﬁtﬁ)(m»i L: 3
ELY) 32 42 -Pl=g) (28 Y = L)oo Q(Y-0) ¢ 25 P(Y- D4 Lo 4= £
07 t
Vo Y)- EGVD-EW): &) £-4- &
(X\” Z 2 Ty @X PR 3) - 0 (D“*=O,Y-—-i)*O~0-P(><;O,\/-—6)+o.i‘f(;<=o/y:$

T 5, #1 (A2 Y1) ko Plx=1,y-0)+ 1.2 Pix-1Y=1)
=-441.4
12 6 12

Nella tabella i valori non possono essere negativi.

¥ Esempio 2 coppia di variabili aleatorie

Sia X,Y una coppia di variabili aleatorie con la seguente densita congiunta dipendente da un parametro § € R

X=0]X=1] X=2
0| 1/8 | 1/4 6
1| 1/8 | 1/4 |1/4—6

Y
Y

Domanda B.1 Quali valori puo assumere il parametro 67
Soluzione: I valori in tabella non possono essere negativi quindi

0<6<1/4

Domanda B.2 Quali sono le densita marginali di X e Y?

Soluzione:

X ~B(21/2) Y ~B(1,5/8—0)

Domanda B.3 Trovare tutti i valori di 8 per i quali X e Y non sono correlate.

Soluzione: Risulta

E[X] =1, E[Y]:g—a, E[XY]:P{X:1,Y:1}+zp{X:1,Y:z}:%-29

X e Y non sono correlate se e solo se

ool ot
|
S
[
|
|
)
£
S
I
|

Funzioni di massa marginali
Se X e Y sono due variabili aleatorie discretesu S. (X : § - R, Y : § — R)
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P(Y =y;) =3, P(X = 2;,Y = y;)

« P(X = ;) > massa di probabilitd (marginale) di X
¢ >, P(X ==;,Y = y;) > massa di probabilita congiunta di X e Y’

pe(z;) = P(X = x;);

. i=1,2,...
La funzione:
py(y;) = P(Y = y;);
ji=1,2,...

pz (i) e py(y;) si dicono funzioni di massa marginali (o individuali).

La funzione di ripartizione congiunta per variabili continue

F(z,y) = P((X Y) € (—oo;a] * (—o0sy])
(X <z),(Y <y))

F(z,y) / / f(t,z)dtdz Y(z,y) € R?

Distribuzione congiunta per variabili aleatorie continue

Densita congiunta

Due variabili aleatorie X e Y sono congiuntamente continue, se esiste una funzione f : R? — R tale che:
1. f(z,y) >0 V(z,y) € R?

2. [ [p flz,y)dedy = f f f(z,y)dzdy =1
3. Perogni C' C R2 (sottoinsieme di R?), si ha:

P(X,Y)e Q)= //Cf(m,y)dmdy

f sidice la densita congiunta delle variabili aleatorie X e Y.

Densita marginali

Se X e Y sono due variabili congiuntamente continue, di densita congiunta f(z,y). Y : § — R
D,cR YeD)=S D,cR=YeD,)Cc(YeR)CcS=(YeR)=S

l‘

/-
() = [°

oooof
oooof

Le densita f, e f, si dicono densita marginalidi X e Y.

Variabili indipendenti

Se X eY (discrete o continue) sono indipendenti se e solo se:
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F(z,y) = Fy(z) * Fy(y)
Funzione di ripartizione congiunta = funzione di ripartizione di « * y

Variabili discrete Variabili continue

Se X e Y sono due variabili aleatorie discrete di Se X e Y sono due variabili aleatorie continue di
funzione di massa p, e py, e di funzione di massa densita f, e f,, e di densita congiunta f, allora X
congiunta p, allora X e Y sono indipendenti se e e Y sono indipendenti se e solo se

solo se

& | flx,y) = fo(z) * £, () Vz,y € R

& | p(z,y) = pa(x) * py (y) Va,y € R

Distribuzione condizionata

Variabili discrete Variabili continue
Siano X e Y due variabili aleatorie discrete con Siano X e Y due variabili aleatorie continue con
funzioni di massa congiunta p(z, y) funzione di densita f(x,y). Si dice densita di X

Si dice funzione di massa di probabilita EIEEEN |a funzione:

condizionata di X dato Y e si denota con:
f(z,y)

fX\Y(m|y) = 7,
Va,y con f, (y)y> 0

pxyy (zly) = P(X = z|Y =y)

_PX=zY=y pEy __ a,
= Y —9) = .9 py(y)>0 Va,y

P(Y = y) » massa marginale.

Dove f(z,y) - & la probabilita che si
verifichino entrambi

Dove P(X = z,Y = y) - & la probabilita che si
verifichino entrambi

¥ Esempio funzione di ripartizione condizionata per variabili continue

11 tempo di rottura di un macchinario (in migliaia di ore) viene descritto da una variabile aleatoria T' con funzione di

ripartizione
0 t<1
Fr(t) = .
r(t) {1—}4 t>1

2.2 Condizionatamente all’ipotesi che il macchinario non si sia ancora rotto dopo 2000 ore, calcolare la probabilita
(condizionale) che si rompa non prima di 4000 ore.

Soluzione: - Fp) 2 1
—I'7

P{T>AT>2}= ——F+~=— = —

T>aT>2 == F 2 "4~ 16

Generalizzazione a piu di due variabili aleatorie:

Tutti risultati della sezione precedente si possono estendere in modo analogo ad un numero arbitrario n di
variabili aleatorie:
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1. La funzione di ripartizione congiunta di 1, . . ., , & data da:
F(SL‘l,wz,.. .,a:n) = P(X1 S .’L’l,Xz S L2y .,Xn < :L'n)

2. Se X1,X5,...,X, sono n variabili aleatorie discrete, la funzione di massa congiunta é:

p(z1,xo,...,2,) = P(X; =21, X0 = 29,...,X,, = )

« La funzione di massa marginale di X;é data da:

pm(lll‘t) = Z"'Z"'Z'"Zp(.’lfl,...,xi,l,...,:IIZ'+1,...,£L'n)
z1

Ti-1 Tit+1 Tn

Non compare la ¢ nella funzione di massa (se calcoliamo la funzione di massa di 2, non comparira
la pz;(2) nel calcolo).

o per(1) =), p(21,22)

. px2($2) = Zzl p(a:1,m2)

3. Se X1, Xs,...,X, sono n variabili aleatorie continue, allora esiste una funzione f : R” — R tale
che:

1. f(@1,...,2,) >0 V(z1,...,z,) € R”
2. [ [5  [7 f(xa, . mp)day . da, = 1
3. f---j‘(w““’x")ec f(z1,...,zy)dz,. .. ,dz, = P((X1,...,X,) € C)

4. n variabili aleatorie (discrete o continue) si dicono indipendenti se per ogni sottoinsieme

A,..., A, di R si ha:
P(X; € A, Xy € Ay,...,X,€A4,)=P(X; € 4)x---xP(X, € A))

« X4,...,X, sonoindipendenti se e solo se

F(z1,...,@y) = Fy, (x1) % -+ - % Fp @
p(x1,. .., &n) = Pg, (21) * - - x py (@) — nel caso discreto
f(@1,...,@p) = fo, (1) * -+ % fp (2,) — nel caso continuo

5. Le collezioni infinite di variabili aleatorie si dicono indipendenti se ogni loro sottogruppo finito &
formato da variabili aleatorie tutte indipendenti.

Quantili e quartili
Il quantile & il valore per cui P(X < z) = %“Sﬂe > F(z) = %

Il 1° quartile & pari al 25-esimo quantile.

Esempio

C.1 Sia X una variabile aleatoria con funzione di ripartizione:

0 per z <0
Flz)=4¢ /3 perO<z<3
1 per z > 3
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Calcola il primo quartile di X, ossia il 25-esimo quantile:

P(X <z)=025— 2 =

_ 3
3 —>113—Z

| =

T = % - & il primo quartile di X, nonché il 25-esimo quantile

Media o valore atteso

Il risultato sara il valore medio che assume la variabile aleatoria X. Se si sommano i valori di ogni
esperimento e si fa una media, questo numero si avvicinera al risultato di E[z].

Valore atteso per una variabile discreta

zeD, z€D,
E[X? = Z T2p, — Z ?P(X = ;)
zeD, z€eD,

Funzione e variabile aleatoria discreta

B(g(X)) = Y g(@i)pe(:)

z, €D,

Momento n-esimo per variabile aleatoria discreta

E(X") = ) aip(z:)

z;€D,

Valore atteso per una coppia di variabili aleatorie discrete

BE(g(X,Y)) =) > ¢(X,Y)p(=,y)

p(x,y) > massa congiunta

Valore atteso per una variabile continua

L'integrale & definito nell'intervallo. Al posto di —oo e oo ci vanno i valori dell'intervallo nel quale & definita
f() e sivuole calcolare il valore atteso:

¥ Esempio

(x) =
/ S perx > 1

x4
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Funzione e variabile aleatoria continua

BGU0) = [ g@)fi(e)da

—0o0

Momento n-esimo per variabile aleatoria continua
B(X") = / " () de
Valore atteso per una coppia di variabili continue
Bl ) = [ [ a(x. ) f(e sy

f(z,y) > densita congiunta

Variabile aleatoria e costanti

E(aX +b)=aE(x)+b cong(z)=aX +b

Se g(X,Y) = X +Y abbiamo:

E(X +Y) = E(g(X,Y)) = E(X) + E(Y)

Generalizzazioni a piu variabili

E(X1,X5,X3)=E(X; + (X2 + X3))
— E(X, +Y) = E(X1) + E(Y)

Varianza

Essa fornisce una misura della variabilita dei valori assunti dalla variabile stessa; nello specifico, la misura
di quanto essi si discostino quadraticamente rispettivamente dalla media aritmetica o dal valore atteso
E(X).

La varianza di una variabile aleatoria X con media = E(X), se esiste & data da:
0? = Var(X) = B(X?) - (B(X))* = B[(X - B(X))"

Proprieta:
1. Var(aX + b) = a*Var(X) - La b (costante) sparisce.
2. Var(b) =0 Vb costante
3. Var(X +Y) # Var(X)+ Var(Y) >
1. Se sono indipendenti > Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

1. ATTENZIONE, se sono indipendenti > Var(2X —2Y) = 22Var(X) + Var(-2Y) =
4Var(X)+ (=2)*Var(Y) = Var(X) + 4Var(Y)
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Var(X - Y)=Var(X)+ Var(-Y) =Var(X) + Var(Y)
2. Se sono dipendenti > Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)
Var(X —Y) = Var(X) + (-1)*Var(Y) — 2Cov(X,Y)
4. Se gli eventi sono indipendenti, Var(X) = Var(—X) > & simmetrica
Var(X = Y)=Var(X) +Var(-Y) =Var(X) + Var(Y)
5. Se X e Y sono indipendenti
Var(XY) = (E(X))? - Var(Y) + (E(Y))? - Var(X) 4+ Var(X) - Var(Y)

Ricordiamo che per |z| < 1:

o0
E:c":
n=0

oo [o.¢]
derivata prima — Z nz" ! = Z nz" (7)
o0 n=0 OO
derivata 2° — Zn(n —1)z" % = Zn n—1)z (8)
n=0 n=2

Deviazione standard

E un indice di dispersione statistico, vale a dire una stima della variabilita di una popolazione di dati o di
una variabile casuale. E uno dei modi per esprimere la dispersione dei dati intorno ad un indice di
posizione.

Var(X)

Covarianza

La covarianza di due variabili aleatorie X e Y con p, = E(X) e i, = E(Y"), & un numero che fornisce
una misura di quanto le due varino assieme, ovvero della loro dipendenza. Se esiste & data da:

Cov(X,Y) = E(XY)— E(X)-E(Y)
Cov(X,Y) = E[(X — E(X))- (Y — E(Y))]
Proprieta
1. Cov(X,Y) = Cou(Y, X)

Teorema

Se X e Y sono due variabili indipendenti, allora Cov(X,Y) =0

SelaCov(X,Y) = 0=5X e Y siano indipendenti, ma implica che esse sono scorrelate
2. Cov(X,X) =Var(X)
3. Cov(aX,Y)=aCou(X,Y)
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4. Cov(X,a) = 0cona € R - La costante e la variabile aleatoria non si influenzano tra di loro. Quindi
sono sempre indipendenti.

La a pud essere vista come una variabile aleatoria costante che ha sempre lo stesso valore.

Generalizzazione a piu variabili
Lemma - vale sempre, anche se non sono indipendenti
Cow(X+Y,Z)=Cou(X,Z)+ Cov(Y,Z)
Cow(X+Y,X-Y)=Cov(X,X)— Co;Y) + Col¥5X)— Cov(Y,Y) =Var(X) — Var(Y)
Cov(aX +bY,Z) =aCov(X,Z) +bCou(Y, Z)

ov(ZXi,Y) =Y Cov(X;,Y)

i=1

E in modo analogo:

Cov(X Z ZC’ov
j=1

Proprieta:
1. Cov(3o, XHZJ Y =300 Z;'n=1 Cov(X;,Y;)
2. Var(3! X)) =Y Var(Xs) + >0, Z?Zl Cov(X;,X;) coni = j

e Se Xi,...,X, sono indipendenti, abbiamo visto che
n n
Var(ZXi) = ZVar(X )
i=1 i=1

Coefficiente di correlazionedi X e Y

Co'v(X Y)
VVar(X)-Var(Y)

corr(X,Y) =

Funzione generatrice dei momenti

Di una variabile aleatoria X, si indica con ¢ ed & definita per ogni numero reale t tale che E(e'*) esiste:

g(z) = e

Nel caso discreto

Nel caso continuo
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Osservazione
. / d tr d tr tz
derivata — ¢'(t) = p (") = (ae ) = E(Xe™)
. o d2 €T d2 €T i
derivata 2° — ¢ (t) = %E(et ) = E(%et ) = E(X?%e'™)
. ° 7 _ - try _ -tz n tx
derivatan® — ¢"(¢) = dt”E(e ) E(dtne ) = E(X"e™)
In particolare:
¢'(0) = E(X)
¢"(0) = E(X?)
¢"(0) = E(X™)

Var(X) = ¢"(0) — (¢'(0))2

Funzione generatrice dei momenti di due variabili aleatorie
indipendenti

Se X e Y sono indipendenti (discrete o continue), con funzione generatrice ¢, e ¢, e se ¢, , € la
funzione generatrice di X 4+ Y, allora:

Paty () = ¢2(t) - ¢y (¢)

La legge debole dei grandi humeri

Disuguaglianza di Markov

Per ogni variabile aleatoria X non negativa, si ha:

P(X >a)

IN

P(X > a) - limite superiore

Disuguaglianza di Chebyshev
Probabilita che una variabile assuma un valore compreso tra altri due valori.

Sia X una variabile aleatoria con media u, varianza o2, e deviazione standard o. Allora per ognir > 0
r € R > & un valore simmetrico rispetto alla media (es: se la media & 24, 21 e 27 sono valori simmetrici
rispetto alla media conr = 24 — 21 = 3)

Limite superiore della probabilita

Formulario Variabili aleatorie



[V
[V}

Pu—r <X <p+r)=1-P(X —p/2r) < 5 =P(X,|2r) 21—
r r
Limite inferiore della probabilita
0.2
P(X —pu<r)21-%
r

Teorema (Legge debole dei grandi numeri)
Siano X1, ..., X, n variabili aleatorie i.i.d (indipendenti e identicamente distribuite (stessa distribuzione)

P(X = z)), tutte con media E(X;) = p. Allora per ognie > 0

P(’Xﬁ—-”—i—Xn

—,u‘>e)%0 quando n — 0o
n

Mediana

Variabile aleatorie continue

La mediana z & il valore tale che F(z) = % - € il punto medio della probabilita

Dove F(z) = P(X < z)

0 =<1
¢ 1—e @D ¢>1
F(z) = z)dr =
@=] f@ {Otgl
F(z):%sel—e*(zfl):%:}—eferl:%—1:>67z+1:%:>Z:1n2—|—121,69

Variabili aleatorie discrete

E la media aritmetica della somma dei numeri  che assume una variabile aleatoria discreta X, divisi per
guanti numeri x ci sono.(la quantita di x)

¥ Esempio
Un urna contiene 3 palline - i valori che & pud assumere sono 3 e sono 1,2,3

1+2+3

6
3

Mediana — z =

Formulario Variabili aleatorie
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