Formulario stimatori

Media e varianza campionaria
In statistica, una popolazione ¢ l'insieme degli elementi che sono oggetto di studio, come ad esempio:
« |l numero di componenti delle famiglie di una data area geografica.

¢ L'eta dei cittadini di un certo paese...

Campione o campione aleatorio

Un insieme X7, Xs, ..., X, divariabili aleatorie indipendenti, tutte con la stessa distribuzione(i.i.d - indipendenti e
identicamente distribuite), si chiama campione o campione aleatorio della distribuzione di F'.

e X7,Xs,...,X, hanno la stessa distribuzione

o Perognii € {1,...,n}

E(X;)=p
Var(X;) = o?

ne o? si dicono media e varianza della popolazione

Statistica

Sia Xy, ..., X, un campione. Una statistica & una funzione del campione.

T=g9g(X1,...,X,)

e Statistica > T

« Funzione »> g(X1,...,X,)

Media campionaria

Sia X1,..., X, un campione di dati estratti di una popolazione. La media campionaria del campione X1, ..., X, di
dati estratti di una popolazione, € definita dalla media aritmetica:

- Xi+...X,
X::—1+

n
= X & una statistica.
1 n
E(X) — media campionaria = — ZE(XZ) =pu
i

¥ Dimostrazione

- <X1 +X2+-~+Xn) _ (E(X1)+E(X2)+-~+E(Xn)> _m_

EX)=E
n

n n

E(X) =

S|

n
Y zi=g(X1,..., X,)
i=1

Valore atteso e varianza di un campione aleatorio
« B(X) =120 B(X) =p
* E(XQ) = % Z?:1 E(Xf)
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2

. Var()_(') = ‘77

Varianza campionaria

Sia X1, ..., X, un campione di media campionaria X. La statistica S2 & definita da:

1 < o
5% .= — D (X — X)?
i=1

si dice varianza campionaria. Essa € sia una statistica, in quanto funzione di un campione, che una variabile aleatoria,
in quanto funzione di variabili aleatorie.

¥ Semplificazione formula

Y6-%XP? = Y 0F-2XX+X) < m_
i=1 i=1 //m)( SR

I

n /=1 t‘,}\;
= ) X?-2X +@ -
i=1
n n
= Z:X‘,-2 —2nX° + nX° = EIX,-2 —nX’
i=1 =1

Varianza campionaria semplificata

Media della varianza campionaria

¥ Dimostrazione
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Il valore atteso della varianza campionaria coincide con la varianza della popolazione.

Deviazione standard campionaria
5 =+/82

Valori attesi
. B(8%) = ﬁ S E(X?) - S E(X?)
- Var(X) = % = E(X?) - (B(X))? = B(X?) -
= B(X?) =2 42

e B(X?) = Var(X)+ (BX)f = o® + 42

Quantita che dipendono dal campione

. . P 7 N | n
{Medla campionaria: X = =Y " | X

: : . Q2 _ 1 n 2
Varianza campionaria: §* = —5 > " | (X; — X))
X e S? sono variabili aleatorie che possiamo studiare le loro distribuzioni fzefs

. . . — 1
Media campionaria: Z = ZZ 1%
Varianza campionaria: s* = - 3" | (z; — &)
Z e s2 sono numeri e sono i valori assunti di variabili aleatorie con distribuzioni fzefse.

T = x1,Za,..., T, &una realizzazione del campione X = X1,..., X,
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Teorema del limite centrale

Sia X1,..., X, un campione e di conseguenza anche delle variabili aleatorie i.i.d (indipendenti e identicamente
distribuite), tutte con media p e varianza o2. Allora, per n molto grandi, lasomma X; + X +---+ X, &
approssimativamente una variabile aleatoria normale con media ny e varianza no?

X; + Xo + -+ X, ~ N(np,no?)

La somma normalizzata (per poter utilizzare la tabella) &

X1+ X0+ -+ X, —
1+ 2+\f+ nu NN(O,].)

agy/n

n( X +X2—~~~+Xn W

~ N(0,1)

. [ }~N01)

« LN,

Le 4 scritture sono equivalenti.

Nella formula utilizziamo nu e o, non no? >che sarebbe la varianza della variabile aleatoria normale alla quale
abbiamo approssimato.

¥ Esempio limite centrale
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Esempio. Si tirano 10 dadi non truccati. Determina approssimativamente
quanto vale la probabilita che la somma dei loro punteggi sia compresa tra
30 e 40 inclusi.

Soluzione. Sia X; il punteggio del /—esimo dado. Abbiamo

1 21 7

E(X) = =(1+2+3+4+45+6)=—=-3/
1

E(X?) = 6(12+22+32+42+52+62)=g

91 49 70 35
Var(X;) = _g_z_:_ﬁ:ﬁzgz

AmEur DHAHRI

Dal Teormea del limite centrale la somma ¥ =X+ -+ Xyp &
approssimativamente normale con media 10 x % = % = 35 e varianza

i 35 _ 175 :
100° =10 x {3 = =5>. Allora si ha - N L35) L.}Eg)
P(30 < Xj + - -+ + X9 < 40) 4
—p(RIB et Xa=3 M- B(b) -(Dle)
=P(J\_/F;—05 Xl+;j;%m_35 - gjﬁ)
~ ¢(%m) - ¢(%), ® & la funzione di ripartizione di A(0,1)

z?d)( : )—122¢(0.92)—1=2x0.82—1=0.64

ov10 (._‘) vediamo i valori nella tabella

Distribuzione approssimativa della media campionaria

Siano X7, ..., X, delle variabili aleatorie i.i.d (indipendenti e identicamente distribuite), tutte con media w e varianza
olesene grande, allora dal Teorema del limite centrale:

1 o?
(Xl +"'+Xn) NN(/%;)

X ==
n

Funzione di ripartizione della somma normalizzata

—

Xi+-+Xo—np X —p
o\/n %

Essendo X1, ..., X, un campione con X; ~ N (u,0%) ei =1,2,...,n. Siccome la somma di variabili aleatorie
normali e indipendenti ha ancora distribuzione normale, allora X & normale. La sua media e la sua varianza, come nel

2
a
caso generale, sono une Y
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X—n

a

vn

~ N(0,1)

& approssimata da ®, dove ® & la funzione di ripartizione della variabile normale standard A/ (0, 1), cio&

—

P(XL_“ <)~ 3(a)

Il risultato rimane lo stesso se sostituiamo o con la deviazione standard campionaria S, cioé sotto ipotesi del
Teorema del limite centrale, la distribuzione di

X —p
< ~N(0,1)
VS
P(X;'ugmgX;M):%I)(X;N)fl
NG Vn Vv

¥ Esempio 2 limite centrale
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Esempio. Un docente sa dall'esperienza passata che il punteggio all'esame
finale degli studenti del suo corso & distribiuto con media 77 e deviazione
standard 15. Attualmente egli ha due classi diverse, una di 64 € una di 25

studenti. b4

(2) Quanto vale circa la probabiliti che la media aritmetica dei punteggio
della classe di 25 studenti sia compresa tra 72 e 827

(b) Quanto vale circa la probabilita che la media aritmetica dei punteggio
della classe di 64 studenti sia compresa tra 72 e 827

(a) Con una ampiezza del campione di 25, Allora dal Teorema del limite
centrale X sara approssimativamente normale con media 77 e e

PR 15 _
deviazione standard S 3.

AMEUR DHAHRL

Allora si ha

= T2 =TT i 77 277
P(72 < X < 82) :P( 3 < 3 <83 )

5 _X-71 5
- Bt 5 =)
o 2®{§)—122¢(1.66)—1
~ 2%005-1=09

(b) Con una ampiezza del campione di 64, X sara approssimativamente
normale con media 77 e e deviazione standard 12 = 15 — 1 875 Allora si

v6a B
ha

P(T2< X <82 =

P(72—77 & X =77 & 82—77)
1.875 1.875 1.875

5 X_77 5
= P(_ 1875 = 1875 1.875)

5

>~ 2x0.996 -1=10.992
v Esempio 3 limite centrale P(X > z)

4. Domanda A4 Si supponga che 100 abitazioni abbiano tutte il fabbisogno distribuito come X e
che siano indipendenti.
Calcolare (in modo approssimato) la probabilita che I'acqua consumata in una settimana dalle
100 abitazioni ecceda i 1010 ettolitri.

. BE(X;)=10
« Var(X;) =100 = o2
e 0=+/100 =10

e Xi,..., X100 ~ N(100,1000?) ~ N(1000,10000)

; . . 1010 — L 1010—1
P(Xz1010):1—P(X§1010):1—P(X§M):1—P(X§ 010 — 1000

— ") =1-9(0,1
o+/100 10/100 ) (

Il valore di ®(0, 1) & preso dalla tabella.
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Stimatore puntuale

¥ Problema di introduzione
Consideriamo della variabili aleatorie esponenziali e indipendenti X1, Xs, ..., X, tutte con media 6 incognita. In

guesto caso la loro densita congiunta &

fxi, 2oy xn) = for(@1) - foo(@2) .- fon(@n) 23 >0,i=1,...,n
i low lew

5 5 g )
= fz1,22,...,2,) = el—nexp(—$2a:i>

Un problema di interesse consiste nello stimare 6 usando una qualunque statistica.

' La stima puntuale ¢ |o specifico valore assunto da una statistica, calcolata in corrispondenza dei dati
campionari e che viene utilizzata per stimare il vero valore non noto di un parametro di una popolazione

Consideriamo un campione normale X7, X, ..., X,, di media y incognita. La statistica
> 1
X== ZX

€ uno stimatore di p.
0 : & un parametro di una popolazione (6 pud essere parametro di una distribuzione, media, varianza... = p, o?..).
T : Si definisce stimatore del parametro 6 della popolazione, la statistica T' = g(X1, ..., X,,) utilizzata per stimare 6.
o T éuna variabile aleatoria
o T éuna statistica

o T & uno stimatore di

Errore di stima

Si chiama errore di stima, la differenza fra lo stimatore e il parametro:

T-86
Proprieta degli stimatori
Stimatore corretto
La funzione T = g(X3,. .., X,,) dei dati campionari & uno stimatore corretto del parametro  se il valore atteso dello
stimatore e uguale al parametro da stimare:
E(T) =6

per ogni possibile valore del parametro.

Stimatore distorto

Se uno stimatore non & corretto, si dice distorto, e la sua distorsione & data dalla differenza
B(T)=E(T)-6

« B(T) - & detta distorsione.
Se uno stimatore & corretto, la sua distorsione & uguale a 0.

¥ Esempio 1
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La media campionaria &€ uno stimatore corretto della media della popolazione.

B(X)=p
=0=pu

¥ Esempio 2

La varianza campionaria & uno stimatore corretto della varianza della popolazione o

E(S?) =o°
=0 =02

Efficienza - Errore quadratico medio

Una misura della variabilita delle stime fornite da uno stimatore, & fornita dal suo errore quadratico medio (0 momento
secondo dell'errore di stima) che corrisponde a:

MSE(T) = E((T - 6)?)

In genere l'errore quadratico medio viene calcolato per confrontare l'efficienza di due diversi stimatori del parametro.
¥ Esempio

Considerati gli stimatori 77 e T5 di 6, se risulta
MSE(Ty) < MSE(T3)

per ogni possibile valore del parametro 6, si conclude dicendo che T; & pil efficiente di T5.

L'errore quadratico medio pud anche essere scritto come:
MSE(T) = Var(T) + (B(T))?

¥ Dimostrazione

MSE(T) = E((T -06)?)
2
= E([(T — E(T)) + (E(T) - 9)] )
= E((T - E(T))*) + E((E(T)—6)?)
HRE(T — E(T))(E(T) —6) — (B(T))
/:_@—E(T)) ((E(T)—6)"),
Var(T) (perché E(T-E(T))=E(T)-E(T) = 0)

= Var(T) + (B(T))?

Determinare uno stimatore corretto tramite I' efficienza

Uno stimatore risulta corretto se il suo errore quadratico medio corrisponde alla sua varianza.

MSE(T) = Var(T)
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Consistenza o Coerenza

Uno stimatore si dice coerente o consistente se, considerato un qualsiasi valore € > 0, risulta:
limy, 0o P(IT — 6] > €) =0

Per ogni possibile valore del parametro 6.

¥ Esempio

Data una popolazione di valore atteso p e varianza unitaria (cioe 0% = 1), si estragga un campione casuale di 4
elementi e si considerino gli stimatori di p :

1 1 1 1
T1—§X1+§X2+ZX3+§X4
1-
T2:§T
4
1 1 1 1 1 1 1 1
E(T) = ~E(X)) + ~E(Xs) + ~E(X3) + ~BE(X :(_ 4= _) -
(T1) 2(1)+8(2)+4(3)+8(4) 2+8 4+8u w
1
E(Tz) = p

Lo stimatore T7 & quindi corretto, mentre 15 & distorto.

Le varianze di due stimatori sono

1 1 1 1 164+1+4+1 22 11
Var(Ty) = ZVar(Xl) + 6—4Va7'(X2) + —Var(X;) + 6—4Var(X4) _ ot lter e 2

16 64 647 329
1 - 102 1
Var(Ty) = -Var(T) = -— = —
ar(ly) = gVer(M) =37 = 15
Di conseguenza i due errori quadratici medi sono
11

MSE(Ty) =Var(Ty) = 5
9 1 1 2 1 1,
MSE(Ty) = Var(Ty) + (B(T2))" = — + (—uf,u> = — 4

Intervalli di confidenza

La stima puntuale ¢ lo specifico valore assunto da una statistica, calcolata in corrispondenza dei dati campionari e che
viene utilizzata per stimare il vero valore non noto di un parametro di una popolazione

Uno stimatore per intervallo € un intervallo costruito attorno allo stimatore puntuale, in modo tale che sia nota e
fissata la probabilita che il parametro appartenga all'intervallo stesso. Tale probabilita & detta livello di confidenza ed &
in generale indicato con (1 — &) dove « € (0,1).

Dati una variabile aleatoria Z ~ N(0,1) e & € (0, 1). Vogliamo trovare ta tale che

P(,t% <Z<t%):1,a
20(ta)-1=1-a
dove ® & la funzione di ripartizione di //(0,1)
o
‘Ii'(tt_;) =1- 3
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Intervalli di confidenza per la media della distribuzione normale
(con varianza nota):

X =
n
Z— 1 +2Ta+ ...+,
n
Sia X1, Xs, ..., X, un campione estratto da una popolazione normale di media incognita 1 e varianza nota o2. Allora
X —
z="_"FN(©1) evac(0,)
vn

Abbiamo:

o g

= P(_tcx/@ﬁ \/—E)
o v g

= P(—ta/2—<p:—X< t“/zﬁ)

\/ﬁ
g — a
taf2ﬁ <u< X+ ta[2ﬁ)

<X —p <ty

— P(X—

Se osserviamo il campione, e registriamo che X = Z, allora possiamo dire che con il (1 — a) di confidenza

o

NG

Z—t

N o
<,u<ac+t%
n

R

Intervallo di confidenza bilaterale ad un livello di confidenza 1 — « per la media
u, €:

-+t

(:E—t

=)

R
iR

_o_
X
Dove

<I>(t%) =1- %
e Z & il valore che si osserva per la media campionaria.

Errore standard della stima

La lunghezza dell'intervallo dipende sia dal livello di copertura desiderato (da cui dipende il quantile ¢4 ), sia dal grado
di precisione dello stimatore misurato dalla quantita:

-z — Errore standard della stima

Jn

¥ Esempio stima puntuale - media, varianza e intervallo di confidenza al 90%
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maschile. Al rientro dalle ferie estive vengono selezionati casualmente tra i dipendenti 100
donne e 100 uomini ai quali viene eseguito un test rapido per la positivita al Covid-19. Di questi
10 donne e 15 uomini sono risultati positivi.

D.1 Si stimi la probabilita che una generica dipendente di sesso femminile risulti positiva al test.

= oo
OJ:E(i} i i . ‘-’6,-, =P ljaa - 12 = I:O,i) &/\N‘M&ml‘_

100 1:2

D.2 Si stimi la probabilita che un generico dipendente di sesso
maschile risulti positivo al test.

- | = - —o i = |
B LG L E o 57 ED wmi

D.3 Si fornisca un intervallo di confidenza di livello 90% per la probabilita che una
generica dipendente di sesso femminile risulti positiva al test

1
A B —p__'L_.ZD [J.~oi)"_, C B 1 O e
i’m—| iz A < 33 | o 1o

L= dgﬂm-?_,m,.l. = chsl = 0)47_3

ottt Somdodd  della STira. - 0,28 :@
Jioo

rervalls o EA’FPJAG{EM%.Q' o 907

L1-ad=69 -0 =04

§(’5%\)= i- %\: -+ B (Gops):1-005 -» S (Zaes)- 0,35
(poatt. Topallle
4,¢45
(o,i -1,645.0028 o1 rl,s%’.o}azs)

*

{OJ 052 ’ of1'4J

D.4 Si stimi il numero atteso di dipendenti che risulterebbero positivi ad un
eventuale screening di massa.

boooo - 6 10 4 20000 -0, (5= 11000
»
e, J

CH

¥ Esempio stima puntuale - media, varianza e intervallo di confidenza al 95%
« 0% =16 - varianza nota
e 1—-a=095=95% —a=1-0.95=0.05
e n=10
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e Xi1,...,X10 &un campione normale N (u, 16)

e X1,...,%10 € Una realizzazione del campione

. X — X1+X2;>0“'+X10

« T = m%m = 9.766 > sono i numeri relativi alle variabili aleatorie (il valore assunto dalle variabili
aleatorie).

- == Y15 —1.265

o @(t%) =1- % — <I>(t%) =1-0.025 =0.975

D(to.025) = 0.975 < trovo nella tabella
to.025 = 1.96

(9.755 — 1.96 * 1.265,9.755 + 1.96 x 1.265) = (7.287, 12.245)

Esempio. Da informazioni derivanti da una precedente analisi, si sa che la
durata delle telefonate che arrivano ad un call center si distribuisce con
una distribuzione normale di media y e varianza ¢ = 16 minuti quadrati.
Si vuole calcolare un intervallo di confidenza al livello 1 — o = 0.95 per la
durata media delle telefonate. A tale scopo, si estrae un campione di

n = 10 telefonate che fornisce le seguenti durate :

7.36,11.91,12.91,9.77,5.99,10.91,9.57,11.01, 6.11, 12.12

Il calcolo dell'intervallo desiderato & a questo punto piuttosto semplice : si
calcola dapprima la media campionaria ed il suo errore standard

o o 4
Vo V10 V10

Se inoltre 1 — o = 0.95, (5 = 0.025), il quantile desiderato & dato da
to.025 = 1.96 (P(to.025) =0.975). L'intervallo & dunque dato da

x = 9.766; = 1.265

a a
X — to.025——, X + th025——) = (7.287, 12.245
( 0025\/E 0025\/1—0) ( )

¥ Esempio stima puntuale - media e varianza note, intervallo di confidenza al 95% e 99%
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L'azienda Polidrink produce la bibita energetica Polipower venduta in piccole lattine da 100 ml. Il direttore della
produzione sospetta che il valore medio di Palipower inserita nelle lattine non corrisponda al valore nominale.

Vengono raccolte 100 lattine a caso e misurato il loro contenuto ottenendo una media campionaria di 101.669 ml. Si
assuma deviazione standard notao =2 ml.

E(2)-10160ul  g-2ml  weioo

D.1 Si costruisca un intervallo di confidenza 95% per il contenuto medio della singola lattina.
i-—o{:ﬂ,qs "L=0105 —E(E%): 1-00:8 - 0,4%5

B (ts)- 1,9 = dedllx o el

evvell, 101,669 - 1,d6+ 2 ) 101,69 + 1,46 - 2
|,u’r o ( ! J m} / i —?K!OLL—H’ IGZ;OGIJ

D.2 Un intervallo di confidenza al 99% risultera pitt ampio o meno ampio di quello costruito
al punto D.17

Un intervallo di confidenza maggiore, & pii ampio 4-A=p594 a-= 0/0 |
)
B (Tas) = L-0pod = 0495 d(lan)= 2,58

Ha ampiezza maggiore

& 1o

A ol (64 oo S [101 154 1062 !5&)
klmicgfh?,,s?E-ﬁ ) 125869 +2 5] \f-_o) P / y /

Un comitato di garanzia vuole verificare che il contenuto nominale dichiarato dall’azienda corrisponda al reale contenuto
medio delle lattine. Specificare ipotesi nulla e alternativa e trarre una conclusione in merito con a = 5%

Soluzione: Poiché 100 non & contenuto nell'intervallo di confidenza costruito al punto 1 si rifiuta 'ipotesi nulla HO : 1 = 100 in favore
dell'ipotesi alternativa H1 ; = 100

Intervallo di confidenza unilaterale (destro e sinistro) ad un livello 1 — o per i

(:’c’ —tq ﬁ, oo) — destro

sinistro — ( — 00, % + ta%)

¥ Dimostrazione

_ _ o X
p=X _
Morvm =~

= P(u>X -ty

%)

= o
11— :P( <X ta—)
a I + Jn

Dall'identita

1—a=P(Z < ta)
=1-a=9(ta)

Analogamente abbiamo

1-a=P(Z>—ta)
=1—a=9%(ta)
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¥ Dimostrazione

1 2 1 g
T) = e’T—>PZ>—ta:—/ e zdx
f(z) Ton ( )= 7 o
y:—:c—>dy=—dm—>d:c=—dy|

)
— e ¥ (~dy
S

— E e 2 dy: @(ta)

Tabella funzione di ripartizione della variabile normale standardizzata

Dove le righe indicano il punto del quale vogliamo conoscere il valore della funzione di ripartizione e le colonne
indicano ®(z + colonna) - 2° colonna = ®(z + 0.02)

®(z) = area sotto lacurvafinoaz =1

’ A

Tavola 1 — Funzione di ripartizione della variabile casuale normale standardizata N L | { j
o)
D(z)
(R

z | 000 00l 002 003 004 005 006 007 008 009
0.0 0.5000 05040 05080 0.5120 05160 05199 05239 05279 05319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 05478 0.5517 05557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 05753
02 0.5793 05832 0.5871 05910 05948 05987 0.6026 0.6064 0.6103 0.614]
0.3 06179 06217 06255 06293 06331 0.6368 06406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 06664 0.6700 0.6736 06772 06808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 06950 06985 07019 07054 0.7088 07123 07157 07190 0.7224
0.6 0.7257 07291 0.7324 07357 07389 0.7422 0.7454 07486 07517 0.7549
0.7 07580 07611 0.7642 07673 07704 0.7734 07764 09794 07823 0.7852
0.8 0.7881 07910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 08106 0.8133
0.9 | 08159 08186 08212 08238 08264 08289 08315 08340 08365 08389
1.0 0.8413 08438 08461 08485 0.8508 08531 08554 0.8577 08599 0.8621
1.1 0.8643 08665 0.8686 08708 0.8729 08749 08770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 08849 (.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 09015
1.3 09032 09049 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 09319
1.5 0.9332 09345 09357 09370 09382 09394 09406 009418 009429 0.9441
1.6 09452 09463 09474 09484 09495 09505 09515 0.9525 09535 0.9545
1.7 0.9554 09564 09573 09582 09591 09599 09608 09616 09625 0.9633
1.8 0.9641 09649 09656 09664 0.9671 0.9678 09686 09693 09699 0.9706
19 09713 09719 09726 09732 09738 0.9744 09750 09756 09761 09767
2.0 09772 09778 09783 09788 09793 09798 09803 0.0808 09812 09817
21 0.9821 09826 09830 09834 09838 09842 09846 009850 09854 0.9857
22 0.9861 09864 09868 09871 09875 09878 009881 0.9884 09887 09890
23 09893 09896 (9898 09901 09904 0.9906 09909 009911 09913 09916
24 | 09918 09920 09922 09925 09927 09929 09931 09932 09934 09936
25 | 09938 05940 09941 09943 09945 09946 09948 09949 09951 0.9952
2.6 0.9953 09955 09956 09957 09959 0.9960 09961 09962 09963 (0.9964
iy 09965 09966 09957 09968 09969 09970 09971 09972 09973 0.9974
09974 09975 09976 09977 09977 09978 09979 09979 0.9980 0.9981
29 09981 09982 09982 0.9933 09984 09984 09985 09985 09986 0.9986
30 | 09987 09987 09987 09988 09988 09989 09989 09989 09990 09990
3.1 09990 09991 09991 09991 09992 09992 09992 05992 09993 0.9993
32 09993 09993 09994 09994 09994 0.9994 09994 09995 09995 0.9995
33 09995 09995 09995 0999 0999 09996 09926 09996 09996 0.9997
34 09997 0.9997 09997 09997 09997 09997 09997 0.9997 0.9997 0.9938
35 09998 09998 09998 09998 09998 09998 09998 09998 09998 0.9998
36 | 09998 09998 09999 09999 09999 09999 09999 09999 D0.9999  0.9999
3.7 09999 09999 09999 09999 09999 09999 09999 09999 09999 09999
38 0.9999 09999 09999 09999 09999 0.9999 09999 0.9999 09999 0.9999
3.9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000

-

b
o

Esempio lettura dati dalla tabella

Formulario stimatori



« il valore di $(0.2) = 0.579
o Il valore di ®(2.52) = 0.9941

Intervalli di confidenza per la media della distribuzione normale
(con varianza NON nota)

52 & uno stimatore corretto di o2

Teorema di Student

2

Siano X1, ..., Xy, n variabili aleatorie i.i.d, aventi ciascuna una distribuzione normale con media y e varianza o~.
Allora
X
T=<zt~tna
vn

e e . . P N oy 1
ha una distribuzione ¢ di Student con 2 — 1 gradi di liberta (T ~ty_q),dove X = 5" X;eS% =
1 n 2
n—1 > (X = X)%
Consideriamo ora un campione X1, ..., X, estratto da una popolazione normale di media incognita y e varianza non
nota o2. Vogliamo costruire un intervallo di confidenza per y ad un livello di 1 — a. Ricordiamo che la distribuzione di

X—p

T= ~tp-1

Sl

Quindi abbiamo per ogni & € (0,1),

X —
l-—a = P(—tyan1< W%i < ta2,n-1)

S < T
P(_tr.\{ln—l_ <X-—p< ta2.n-1 W)

vn
P(Y - tn;’ln—l

- s
<p< X+ I‘n;z,n_lﬁ)

5

Vv
. . . - 1 n 2 1 n —=\2

Se i valori osservatisono & = + > . x;e8° = =5 > (z; — Z)*, allora

Intervallo di confidenza bilaterale ad un livello di confidenza di 1 — a per la media L.

(iz - t%,nflﬁaf + t%,nfl %)

Si ha:
l—a= P(_t%,n—l <T< t%,n—l) = 2(§tn—1(t%,n—1) -1

(e
= q)tnfl(t%’nfl) =1- 5

Analogamente

Intervallo di confidenza unilaterale (destro e sinistro) ad un livello 1 — o per

(ié — ta%, oo) — destro

sinistro — ( — 00, % + taﬁ)

¥ Esempio

Formulario stimatori
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1—a=095—a=0.05
& 0.025
2

Dt94(t0.025,24) = 1 — 0.025
®to4(to.025,24) = 0.975 < vedo nella tabella t di student
to.025 = 2.064

Esempio. Si vuole stimare |'eta media degli utenti di una biblioteca civica.

A questo scopo si seleziona un campione di una populazione normale
composto da n = 25 persone avente media X = 29 anni e deviazione
standard s = 8 anni. Siccome

X —
M~f24
S/v/n

allora un intervallo di confidenza per I'eta media i ad un livello di
confidenza 95% & dato da

(x— to.025,24—€—, X - fo.025}24—§—)
vn vn
8 8 )
V25 V25
— (25.69,32.30),

= (29 — 2.064.——, 29 + 2.064.

dove ¢y, (t0.025,24) = 0.975, cioeé ty 2524 = 2.064

Tabella t di Student

F(ta)=1—a

Formulario stimatori
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t di Student

=]
®

=

L B = R A

0,700 0750 0800 0BS50 0,900 0950 0675 0000 0995 0999 0,9985
0,727 1,000 1376 1063 3,078 6314 12706 31,821 63,657 318,300 636,619
0617 0816 1081 1386 1,886 2,820 4,303 6965 9925 22327 31,588
D584 0,765 0978 1250 1,638 2353 3,182 4541 5841 10215 12924
0,560 0,741 0941 1,280 1533 2132 2776 3747 4604 7173 8610
0,558 0,727 0820 1,156 1476 2015 2571 3385 4032 5883 6,860
0553 0,718 0806 1134 1440 1943 2447 3,143 3707 5208 5958
D548 0711 0896 1119 1,415 1,805 23685 2908 3400 4735 5408
0546 0,708 0889 1,108 1,397 1860 2306 2896 3,385 4501 6041
0543 0,703 0883 1,100 1,383 1833 2262 2821 3280 4297 4781
10 | 0,542 0,700 0879 1093 1372 1812 2228 2764 3,169 4144 4587
11 | 0,540 0687 0876 1088 1383 1706 2201 2718 3,106 4025 4437
12 | 0539 069 0873 1083 1356 1,782 2178 2681 3,085 30930 4318
13 | 0,538 0694 06870 1,079 1350 1,771 2160 2850 3012 3852 422
14 | 0,537 0692 0868 1076 1345 1761 2,145 2624 20877 3787 4,140
15 | 0,536 0691 0866 1074 1341 1753 2131 2602 2847 3733 4073
16 | 0,535 0680 0865 1071 1337 1746 2,120 2583 2021 3688 4,015
17 | 0,534 0680 0863 1,069 1333 1740 2110 2,567 12,898 3646 3965
18 | 0,534 0688 0882 1087 1330 1734 2101 25662 2878 3610 3922
19 | 0,533 0688 08861 1066 1328 1720 2003 2539 2861 3579 33883
20 | 0,533 0687 0860 1084 1325 1725 2086 2528 2845 3552 3850
21 | 0532 0886 0859 1083 1323 1721 2080 2518 2831 3527 3819
22 | 0,532 0686 0858 1061 1321 1,717 2074 2508 2818 3505 3782
23 | 0532 0885 0858 1080 1319 1714 2,080 2500 2807 3485 3768
24 | 0531 0685 0857 1059 1,318 1711 2,064 2402 2707 3467 3745
25 | 0531 0884 0856 1058 1,316 1708 2060 2485 2787 3450 3725
26 | 0,531 0684 0856 1058 1315 17068 2056 2479 2779 3435 3,707
27 | 0,531 0B84 0,855 1057 1314 1,703 2,052 2473 2771 3421 3680
28 | 0,530 0683 0855 1056 1313 1,701 2048 2467 2783 3408 3674
20 | 0,530 0683 0854 1055 1311 1699 2045 2462 2756 3396 36509
30 | 0530 0883 0854 1055 1310 1,807 2042 2457 2750 23385 23646
31 | 0530 0882 0853 1054 1308 1608 2,040 2453 2744 23375 3633
32 | 0,530 0882 0853 1054 1,309 1694 2037 2448 2738 3365 3622
33
34
35
36
a7
38

0,530 0682 0853 1053 1308 1692 2035 2445 2733 3356 361
0520 0882 0852 1052 1307 1691 2032 2441 2728 3348 3501
0529 0882 0852 1052 1306 1680 2030 2438 2724 3340 3,501
0529 0681 0852 1052 1306 1,683 2028 2434 2719 3333 3582
0520 0881 0851 1051 1,305 1687 2026 2431 2715 3326 3574
0529 0681 0851 1051 1,304 1685 2024 2420 2712 3319 3566
30 | 052 0881 0,851 1050 1,304 1,885 2,023 2426 2708 3313 3558
40 | 0529 0881 0851 1050 1303 1684 2021 2423 2704 3307 3551
80 | 0526 0678 0,846 1043 1,202 1664 1800 2374 26390 3195 3418
120 | 0526 0677 0845 1041 1,289 1658 1930 2358 2617 3,160 3373
180 | 0,525 0676 0844 1040 1287 1654 1975 2350 2607 3142 3352
200 | D525 0676 0843 1038 1,286 1653 1072 2345 2601 3131 3340
= | D524 0674 0842 1036 1282 1645 1960 2326 2576 3,080 3201

Esempio lettura dati dalla tabella

« Fr, (0.765) = 0.750 - dove 3 sono i gradi di liberta e 0.765 & il valore del quale vogliamo conoscere il valore
della funzione t di Student.

« Fr, (0.816) = 0.750 - dove 2 sono i gradi di liberta e 0.816 & il valore del quale vogliamo conoscere il valore
della funzione ¢ di Student.

Formulario stimatori



