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🌛
Formulario stimatori
Media e varianza campionaria
In statistica, una popolazione è l'insieme degli elementi che sono oggetto di studio, come ad esempio: 

Il numero di componenti delle famiglie di una data area geografica.

L'età dei cittadini di un certo paese...

Campione o campione aleatorio
Un insieme  di variabili aleatorie indipendenti, tutte con la stessa distribuzione(i.i.d → indipendenti e 
identicamente distribuite), si chiama campione o campione aleatorio della distribuzione di .

 hanno la stessa distribuzione

Per ogni 

 e  si dicono media e varianza della popolazione

Statistica
Sia  un campione. Una statistica è una funzione del campione.

Statistica → 

Funzione → 

Media campionaria
Sia  un campione di dati estratti di una popolazione. La media campionaria del campione  di 
dati estratti di una popolazione, è definita dalla media aritmetica: 

 è una statistica. 

Dimostrazione

Valore atteso e varianza di un campione aleatorio 
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Varianza campionaria
Sia  un campione di media campionaria . La statistica  è definita da: 

si dice varianza campionaria. Essa è sia una statistica, in quanto funzione di un campione, che una variabile aleatoria, 
in quanto funzione di variabili aleatorie.

Semplificazione formula

Varianza campionaria semplificata

Media della varianza campionaria

Dimostrazione
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Il valore atteso della varianza campionaria coincide con la varianza della popolazione. 

Deviazione standard campionaria

Valori attesi

Quantità che dipendono dal campione

 e  sono variabili aleatorie che possiamo studiare le loro distribuzioni  e 

 e  sono numeri e sono i valori assunti di variabili aleatorie con distribuzioni  e . 

 è una realizzazione del campione 
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Teorema del limite centrale
Sia  un campione e di conseguenza anche delle variabili aleatorie i.i.d (indipendenti e identicamente 
distribuite), tutte con media  e varianza . Allora, per  molto grandi, la somma  è 
approssimativamente una variabile aleatoria normale con media  e varianza 

La somma normalizzata (per poter utilizzare la tabella) è: 

Le 4 scritture sono equivalenti. 

Nella formula utilizziamo  e , non  →che sarebbe la varianza della variabile aleatoria normale alla quale 
abbiamo approssimato.

Esempio limite centrale
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Distribuzione approssimativa della media campionaria
Siano  delle variabili aleatorie i.i.d (indipendenti e identicamente distribuite), tutte con media  e varianza 

 e se  è grande, allora dal Teorema del limite centrale: 

Funzione di ripartizione della somma normalizzata

Essendo  un campione con  e . Siccome la somma di variabili aleatorie 
normali e indipendenti ha ancora distribuzione normale, allora  è normale. La sua media e la sua varianza, come nel 
caso generale, sono  e 
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è approssimata da , dove  è la funzione di ripartizione della variabile normale standard , cioè

Il risultato rimane lo stesso se sostituiamo  con la deviazione standard campionaria , cioè sotto ipotesi del 
Teorema del limite centrale, la distribuzione di 

Esempio 2 limite centrale
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Esempio 3 limite centrale 

Il valore di  è preso dalla tabella. 

P( >X x)

E(X ) =i 10

V ar(X ) =i 100 = σ2

σ = =100 10

X ,…,X ∼1 100 N(100μ, 100σ ) ∼2 N(1000, 10000)
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1 − P( ≤X ) =
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1 − Φ(0, 1

Φ(0, 1)
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Stimatore puntuale
Problema di introduzione

Consideriamo della variabili aleatorie esponenziali e indipendenti , tutte con media  incognita. In 
questo caso la loro densità congiunta è 

Un problema di interesse consiste nello stimare θ usando una qualunque statistica.

📌 La stima puntuale è lo specifico valore assunto da una statistica, calcolata in corrispondenza dei dati 
campionari e che viene utilizzata per stimare il vero valore non noto di un parametro di una popolazione

Consideriamo un campione normale  di media  incognita. La statistica

è uno stimatore di .

 è un parametro di una popolazione (  può essere parametro di una distribuzione, media, varianza... ). 

 Si definisce stimatore del parametro  della popolazione, la statistica  utilizzata per stimare .

 è una variabile aleatoria

 è una statistica

 è uno stimatore di 

Errore di stima
Si chiama errore di stima, la differenza fra lo stimatore e il parametro: 

Proprietà degli stimatori 

Stimatore corretto
La funzione  dei dati campionari è uno stimatore corretto del parametro  se il valore atteso dello 
stimatore è uguale al parametro da stimare: 

per ogni possibile valore del parametro. 

Stimatore distorto
Se uno stimatore non è corretto, si dice distorto, e la sua distorsione è data dalla differenza 

 → è detta distorsione. 

Se uno stimatore è corretto, la sua distorsione è uguale a .

Esempio 1 
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La media campionaria è uno stimatore corretto della media della popolazione.

Esempio 2

La varianza campionaria è uno stimatore corretto della varianza della popolazione 

Efficienza - Errore quadratico medio 
Una misura della variabilità delle stime fornite da uno stimatore, è fornita dal suo errore quadratico medio (o momento 
secondo dell'errore di stima) che corrisponde a:

In genere l’errore quadratico medio viene calcolato per confrontare l’efficienza di due diversi stimatori del parametro. 

Esempio

Considerati gli stimatori  e  di , se risulta

per ogni possibile valore del parametro , si conclude dicendo che  è più efficiente di . 

L'errore quadratico medio può anche essere scritto come: 

Dimostrazione

Determinare uno stimatore corretto tramite l' efficienza
Uno stimatore risulta corretto se il suo errore quadratico medio corrisponde alla sua varianza. 

E( ) =X μ

⇒ θ = μ

σ2

E(S ) =2 σ2

⇒ θ = σ2

MSE(T ) = E((T − θ) )2

T1 T2 θ

MSE(T ) <1 MSE(T )2

θ T1 T2

MSE(T ) = V ar(T ) + (B(T ))2

MSE(T ) = V ar(T )



Formulario stimatori 10

Consistenza o Coerenza
Uno stimatore si dice coerente o consistente se, considerato un qualsiasi valore , risulta:

Per ogni possibile valore del parametro . 

Esempio

Data una popolazione di valore atteso  e varianza unitaria (cioè ), si estragga un campione casuale di 4 
elementi e si considerino gli stimatori di  :

Lo stimatore  è quindi corretto, mentre  è distorto.

Le varianze di due stimatori sono 

Di conseguenza i due errori quadratici medi sono

Intervalli di confidenza
La stima puntuale è lo specifico valore assunto da una statistica, calcolata in corrispondenza dei dati campionari e che 
viene utilizzata per stimare il vero valore non noto di un parametro di una popolazione

Uno stimatore per intervallo è un intervallo costruito attorno allo stimatore puntuale, in modo tale che sia nota e 
fissata la probabilità che il parametro appartenga all’intervallo stesso. Tale probabilità è detta livello di confidenza ed è 
in generale indicato con  dove . 

Dati una variabile aleatoria  e . Vogliamo trovare  tale che 
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Intervalli di confidenza per la media della distribuzione normale 
(con varianza nota): 

Sia  un campione estratto da una popolazione normale di media incognita  e varianza nota . Allora 

Abbiamo: 

Se osserviamo il campione, e registriamo che , allora possiamo dire che con il  di confidenza 

Intervallo di confidenza bilaterale ad un livello di confidenza   per la media 
 , è:

Dove

e  è il valore che si osserva per la media campionaria. 

Errore standard della stima
La lunghezza dell'intervallo dipende sia dal livello di copertura desiderato (da cui dipende il quantile ), sia dal grado 
di precisione dello stimatore misurato dalla quantità: 

Esempio stima puntuale → media, varianza e intervallo di confidenza al 90%
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Esempio stima puntuale → media, varianza e intervallo di confidenza al 95%

 → varianza notaσ =2 16

1 − α = 0.95 = 95% → α = 1 − 0.95 = 0.05

n = 10
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 è un campione normale 

 è una realizzazione del campione

 → sono i numeri relativi alle variabili aleatorie (il valore assunto dalle variabili 
aleatorie). 

Esempio stima puntuale → media e varianza note, intervallo di confidenza al 95% e 99%

X ,…,X1 10 N (μ, 16)

x ,…,x1 10

=X 10
X +X +⋯+X1 2 10

=x =10
x +x +⋯+x1 2 10 9.766

=
n
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Φ(t ) =
2
α 1 − →2

0.05 Φ(t ) =
2
α 1 − 0.025 = 0.975

Φ(t ) =0.025 0.975 ← trovo nella tabella
t =0.025 1.96

(9.755 − 1.96 ∗ 1.265, 9.755 + 1.96 ∗ 1.265) = (7.287, 12.245)
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Intervallo di confidenza unilaterale (destro e sinistro) ad un livello   per  

Dimostrazione

Dall'identità

Analogamente abbiamo 

1 − α μ

→( − t ,∞)x α n
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sinistro → (−∞, + t )x α n
σ
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n

σ

1 − α = P(Z < tα)
⇒ 1 − α = Φ(tα)

1 − α = P(Z > −tα)
⇒ 1 − α = Φ(tα)
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Dimostrazione

Tabella funzione di ripartizione della variabile normale standardizzata
Dove le righe indicano il punto del quale vogliamo conoscere il valore della funzione di ripartizione e le colonne 
indicano  → 2° colonna = 

 area sotto la curva fino a 

Esempio lettura dati dalla tabella
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il valore di 

Il valore di 

Intervalli di confidenza per la media della distribuzione normale 
(con varianza NON nota)

 è uno stimatore corretto di 

Teorema di Student
Siano ,  variabili aleatorie i.i.d, aventi ciascuna una distribuzione normale con media  e varianza . 
Allora 

ha una distribuzione  di Student con  gradi di libertà , dove  e 
. 

Consideriamo ora un campione  estratto da una popolazione normale di media incognita  e varianza non 
nota . Vogliamo costruire un intervallo di confidenza per  ad un livello di . Ricordiamo che la distribuzione di 

Se i valori osservati sono  e , allora 

Intervallo di confidenza bilaterale ad un livello di confidenza di   per la media  . 

Si ha: 

Analogamente 

Intervallo di confidenza unilaterale (destro e sinistro) ad un livello   per  

Esempio
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Tabella   di Student 

1 − α = 0.95 → α = 0.05
=

2
α

0.025

Φt (t ) =24 0.025,24 1 − 0.025
Φt (t ) =24 0.025,24 0.975 ← vedo nella tabella t di student

t =0.025 2.064

t

F(t ) =α 1 − α



Formulario stimatori 18

Esempio lettura dati dalla tabella

 → dove 3 sono i gradi di libertà e  è il valore del quale vogliamo conoscere il valore 
della funzione  di Student. 

 → dove 2 sono i gradi di libertà e  è il valore del quale vogliamo conoscere il valore 
della funzione  di Student.

F (0.765) =T3 0.750 0.765
t

F (0.816) =T2 0.750 0.816
t


