VEN
Formulario Serie

Calcola la somma di infiniti numeri. S}, — parziale, Z - serie

k
Sk = Zan
n=1
Limite:
lim S :
k—+o00
« Jfinito = S,1a ) converge
o Joo =00, la ) diverge
. 39 - la serie & irregolare o oscillante
[o 9]
Zq" = +¢d+¢+..+q"
n=0
& k+1—qg=1
Se=) ¢"=1+q+q+.+d" = %,ql:q<1
— =
=0 i —a#l
Limite:
lim Sk
k—+o0

e 4o00seq>1,diverge

1
1-q

. se =1 < ¢<1—|g| <1,converge
« Fseq < —1, non esiste
v Dimostrazione q 7 1

Se q#1—=(1+q+¢+.+d)1—g=1-¢"

k+1

Dividiamo tutto per (1 — g), cosi ci rimane la serie = 1;q_q
k
1— k+1

S =1tgtd ot = 2
n=o 1 B q

i 11,101

n+n 2 6 12 7
n=1
1 1 1

n+n n(+1)
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lim S =1 — converge
k—o0

Teorema condizione necessaria

o0
E a, converge = a, —"%* (
n=1

=

La condizione necessaria affinché una serie converga & che il termine generale a,tende a 0. Se gli a,tendono a
0, non & detto che la serie converga (non vale il viceversa).

Esempio: Serie armonica

— 1 11 .
Z—:1+—+—+... diverge
n 2 3

k+1 g
/ Edw =Ink+1)—Inl =Ink+1)
1

Sk — area rettangoli, divergera per confronto, poiché Sy, > In(k + 1) il quale tende ad oo

¥ Dimostrazione

3 finito limy_, 10 Sk = S limy_ 0o Sgr1 = S, limite = S (un valore).
k+1 k
limpsi00(Ske1 — Sk) =0 limp i apy1 =0 Zan - Zan =a; +1
n=1 n=1

Serie armonica generalizzata

o0
Z 1 |converge — a >1
— n® | diverge - a <1
n=1

Se 4,40 = Z a, non converge. (Se a,, non tendono a 0, la serie non converge)

Serie a termini positivi

a, > 0 o convergono o divergono. Si.1 = Sk + arr1 > Sk : Sk € monotona (teorema di monotonia).
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Proprieta - una »_ a, con a, > 0 non pud essere irregolare.

da Y (cosn)? diverge (i singoli a,, oscillano tra 0 e 1, non la serie).

e a, > 0, la serie a termini positivi (non puo essere irregolare).

e a,>%0, la serie NON converge.

Criteri di convergenza

Criterio del confronto a,,, b, > 0

(o] o0
Zan an 0<a,<b,
n=1 n=1

Se Y b, converge = > a, converge
Se > a, diverge = Y b, diverge

¥ Dimostrazione

A, = Zan B, = an Ay < By(sono monotone)

Oss. il criterio & valido anche se a,, < b,, solo definitivamente

2 + cosn 2 + cosn 3 1
LT ST 2
Z 3n2 Z 3n2 - 3n2 ’I’L2

Converge poiché a > 1, per il criterio del confronto, converge anche la serie di partenza.

¥ TH-7

Criterio del confronto asintotico Y a,,, > b, a,,b, >0 an~b,

> a, b, hanno lo stesso carattere (convergono o divergono entrambe)

¥ Dimostrazione

1

lim & =1 Ve>0 In:Vn>Tn |%—1|<6 €= -

n—oo by, b, 2

a 1 3 1 1 3

TR <2 2 S 2
n | < :>an<2bn an>2bn:>2bn<an<2bn

bn
‘\,?’ Vn > ni — definitivamente

Se b, converge, anche a,, converge

Se a,, diverge, anche b,, diverge

Criterio del rapporto > a,(a, > 0)
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an+1 = a"a

(n+1)!=nl(n+1)

. Ap+1
lim :

n—-+0o0o an

« il criterio NON si applica
e > 1 la serie diverge
e =123 71—1 diverge, Y 7% converge - il lim del rapporto € 1, ma NON ci da info sulla serie

o < 1€ [0;1) la serie converge

Selim, , o 2 = 1% = 3 diverge

¥ Dimostrazione

an +1
li :l<1:>E
im o converge
1
Ve >0 37:Vn27|an+ -l <e

(1 —€)an < an+1 < (I + €)ay, scelgo e : (I +€) = < 1,Yn > 7 (definitivamente) a,, + 1 < yay
an+1<nva, a,+2<na,+1<~%

[e ] [o.¢] oo oo
Zan: :numero—i—Zaﬁ—i—m?ZVmaﬁ:aWZ7m—>q:7<l—>converge
n=1

m=0 m=0 m=0

Converge per confronto

¥ Dimostrazione youmath

Criterio del rapporto per serie numeriche, dimostrazione | + 1

Ciao a tutti :) Qualcuno puo aiutarmi con il criterio del rapporto per serie numeriche? In = _::-'.
particolare, mi interesserebbe la dimostrazione del criterio del rapporto. Grazie in anticipo 1 .

TL https://www.youmath.it/forum/analisi-1/12334-criterio-del-rapporto-per-serie-numerich

e-dimostrazione.html [
il
v
(n+1)!

n! ny . DT . (D)) an
Z —a, lim = lim — =lm ——— —
nn an, % (n+ 1)»+1 ©!

lim( o )" = — <1 — converge

n+1l’ e g
Criterio dellaradice
lim {/a, :
n—+o0o

e >1la ) diverge
» =17 caso dubbio
« <1lla) converge
Se #lim y/a,, malim sup {/a, < 1 la serie converge.

slimy, oo 8inm = lim sup = 1, lim inf = -1
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https://www.youmath.it/forum/analisi-1/12334-criterio-del-rapporto-per-serie-numeriche-dimostrazione.html

(L = ) S Ui oo /@ = LMoo /(1 — 207 = limy 0ol = 2" = L < 1,10}

converge.

Serie a segno qualsiasi

Seil limy_o 22:1 a,, esiste finito, la serie converge semplicemente

Seil limy_ o0 Z:Zl |a,| esiste finito, la serie converge assolutamente
Teorema: Se Y a,, converge assolutamente = Y | a,, converge semplicemente
Se Y |ay,| converge = Y a,, converge

v

Zsinn Z‘smn |smn‘ < 1 Z 1 .
—_— — — — converge
n2 n2 n2 n2 n?

Quindi converge anche la serie di partenza

Serie a segni alterni (Serie di Leibniz)

Se a<0=a=(-1)|q

o]

S (=1)"by=by — by +by — b3+ by (b > 0)
n=0

Teorema di Leibniz

s b, — 0 N Z(—l)"bn — converge semplicemente
e
Vn b,+1<bn o0 k
> (1) — > (—1)"bu| < b + 1
n=0 n=0
v
o0
1 1 1 1
1) —1-——4+-_=
nz:;( ) n+1 2 * 3 4
Soddisfa il teorema di Leibniz, converge semplicemente.
= 1 1 1 1
“1)'—— =1+ -+ -+ -
e A A

. 1 1 1 1
Z(_l)nn3+n Z|an|zzn3+n m+n  nd

1
Z — — converge
n3

La serie di partenza converge assolutamente e di conseguenza anche semplicemente.
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Determinare la somma con un valore < 102

s 1 k 1
—1)" - —1)” <1072
|nz:;( ) n+n ;( ) n3+n|

00 k

1 1 _
|Z(—1)"n3 — Z(—l)”n3 — | <bi <10 2
n=1

1
broi —
MU e+ 13+ (k+ 1)

Troviamo un valore di k per il quale bg, 1 sia minore di 1072

1
k=3 by,—— NO
168
k=4 by, =— <102 ST
k1= T30
[e's} 4
1 1 1 1 1 1
—1y SO0 N S
nz:;( )n3—|—n ;( )n3+n 2+10 30+68

¥ Esempio 3:

Proprieta commutativa

e Sela E converge assolutamente, vale la proprieta commutativa: a+b+c = c+b+a

« Sela ) converge semplicemente, ma non assolutamente, vale il Teorema di Riemann-Dini

Teorema di Riemann - Dini

Data la Ef:’:l a, converge semplicemente ma non assolutamente, YA € ﬁ 3 riordinamento degli a,, tale che la

serie ordinata converge a A — posso far convergere la sere a cid che voglio

anp — ap >0

b, — a,, positivi 0—an<0

a,, — segno qualsiasi
b, >0
a, > an <0

{0—>an>0

¢, — a, negativi

Formulario Serie



Z la,| = an + Z—cn diverge an = +00
ch = —00

v
= w1l 1 1 1 .
Z(—l) E:lf§+§fzzln2:5‘%comzerge semplicemente
n=1

o0
|Z(—1)”+1—| == diverge assolutamente
n=1
S_1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 1
23 4 5 6 7 8 9 10 11 12
s_1 1.1 1 1 1
2 2 4 6 8 10 12
S 3 1 1 1 1 1 1
e [ M S
S+2 ZS + 2+5+7 4+9+11 6
1 3
2+ =In2 = =In2
In +2ln 2ln

Altri esempi e serie di Taylor
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