
Formulario Serie 1

🛤
Formulario Serie
Calcola la somma di infiniti numeri.  parziale,  → serie

Limite: 

 finito = S, la  converge

 , la  diverge

 → la serie è irregolare o oscillante

Esempio: Serie geometrica di ragione q

Limite:

 se , diverge

 se , converge

 se , non esiste

Dimostrazione 

Dividiamo tutto per , così ci rimane la serie = 

Esempio: Serie di Mengoli, serie telescopiche

S →k ∑

S =k a
n=1

∑
k

n

S :
k→+∞
lim k

∃ ∑

∃ ∞ = ±∞ ∑

∄

q =
n=0

∑
∞

n q +0 q +1 q +2 ... + qn

S =k q =
n=0

∑
k

n 1 + q+ q +2 .. + q =k

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪⎧k + 1 → q = 1

→ q < 11−q
1

→ q = 11−q
1−qk+1



S
k→+∞
lim k

+∞ q ≥ 1

1−q
1 −1 < q < 1 → ∣q∣ < 1

∄ q ≤ −1

q = 1

Se q = 1 → (1 + q+ q +2 .. + q )(1 −k q) = 1 − qk+1

(1 − q) 1−q

1−qk+1

q =
n=o

∑
k

n 1 + q+ q +2 ... + q =k

1 − q

1 − qk+1

=
n=1

∑
∞

n + n2

1
+

2
1

+
6
1

+
12
1

...

=
n + n2

1
n

1
(n+ 1)
1
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Teorema condizione necessaria

La condizione necessaria affinché una serie converga è che il termine generale tende a 0. Se gli tendono a 
0, non è detto che la serie converga (non vale il viceversa).

Esempio: Serie armonica

 area rettangoli, divergerà per confronto, poiché  il quale tende ad 

Dimostrazione

 finito , limite = S (un valore).

Serie armonica generalizzata

Se  non converge. (Se  non tendono a 0, la serie non converge)

Serie a termini positivi
 o convergono o divergono.  è monotona (teorema di monotonia). 

S =k =
n=1

∑
k

n + n2

1
( −

n=1

∑
k

n

1
) =

n+ 1
1

(1 − ) +
2
1

( −
2
1

) +
3
1

( −
k

1
) =

k + 1
1

1 −
k + 1
1

S =
k→∞
lim k 1 → converge

a converge⇒
n=1

∑
∞

n a →n
tende 0

⇐

an an

=
n=1

∑
∞

n

1
1 + +

2
1

+
3
1

... diverge

S =k =
n=1

∑
k

n

1
1 + + =

2
1

+
3
1

... + ≥
k

1
dx∫

1

k+1

x

1

dx =∫
1

k+1

x

1
ln(k + 1) − ln1 = ln(k + 1)

S →k S ≥k ln(k + 1) ∞

∃ lim S =k→+∞ k S lim S =k→+∞ k+1 S

lim (S −k→+∞ k+1 S ) =k 0 lim a =k→+∞ k+1 0 a −
n=1

∑
k+1

n a =
n=1

∑
k

n a +k 1

n=1

∑
∞

nα

1
{
converge→ α > 1
diverge→ α ≤ 1

a 0 ⇒n→ a∑ n an

a ≥n 0 S =k+1 S +k a ≥k+1 S :k Sk
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Proprietà → una  con  non può essere irregolare.

Esempio: da  diverge (i singoli  oscillano tra 0 e 1, non la serie).

, la serie a termini positivi (non può essere irregolare).

 la serie NON converge.

Criteri di convergenza 

Criterio del confronto  

Se  converge  converge 

Se  diverge  diverge

Dimostrazione

Oss. il criterio è valido anche se  solo definitivamente

Esempio

Converge poiché , per il criterio del confronto, converge anche la serie di partenza. 

🤯

Criterio del confronto asintotico  
 hanno lo stesso carattere (convergono o divergono entrambe)

Dimostrazione

🤯  definitivamente

Se  converge, anche  converge

Se  diverge, anche  diverge

Criterio del rapporto  

a∑ n a ≥n 0

(cosn)∑ 2 an

a ≥n 0

a 0,n→

a , b ≥n n 0

a b 0 ≤
n=1

∑
∞

n

n=1

∑
∞

n a ≤n bn

b∑ n ⇒ a∑ n

a∑ n ⇒ b∑ n

A =k a B =
n=1

∑
k

n k b A ≤
n=1

∑
k

n k B (sono monotone)k

limA ≤k limBk

a ≤n bn

≤∑
3n2

2 + cosn
∑

3n2
2 + cosn

=
3n2
3

n2
1

α > 1

=∑ n2
1

6
π2

a , b a , b ≥∑ n ∑ n n n 0 an ∼ bn

a b∑ n ∑ n

=
n→∞
lim

bn

an 1 ∀ϵ > 0 ∃ :n ∀n ≥ ∣ −n
bn

an 1∣ < ϵ ϵ =
2
1

∃ :n ∣ −
bn

an 1∣ < ⇒
2
1

a <n b a >
2
3

n n b ⇒
2
1

n b <
2
1

n a <n b
2
3

n

∀n ≥ →n

bn an

an bn

a (a >∑ n n 0)

1
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 il criterio NON si applica

 la serie diverge 

 ?  diverge,  converge → il lim del rapporto è 1, ma NON ci dà info sulla serie 

 la serie converge

Se  diverge

Dimostrazione

, scelgo  (definitivamente)  

Converge per confronto

Dimostrazione youmath

Criterio del rapporto per serie numeriche, dimostrazione
Ciao a tutti :) Qualcuno può aiutarmi con il criterio del rapporto per serie numeriche? In 
particolare, mi interesserebbe la dimostrazione del criterio del rapporto. Grazie in anticipo

https://www.youmath.it/forum/analisi-1/12334-criterio-del-rapporto-per-serie-numerich
e-dimostrazione.html

Esempio

Criterio della radice

 la  diverge

 ? caso dubbio 

 la  converge

Se , ma lim sup  la serie converge. 

Esempio lim sup e lim inf:  lim sup = 1, lim inf = 1

a =n+1 a an

(n+ 1)! = n!(n+ 1)

:
n→+∞
lim

an

an+1

∄

> 1

= 1 ∑
n
1 ∑

n2
1

< 1 ∈ [0; 1)

lim =n→+∞ an

an+1 1 ⇒+ ∑

lim =
an

a + 1n
l < 1 ⇒ converge∑

∀ϵ > 0 ∃ :n ∀n ≥ ∣ −n
an

a + 1n
l∣ < ϵ

(l − ϵ)a <n a +n 1 < (l + ϵ)an ϵ : (l + ϵ) = γ < 1,∀n ≥ n a +n 1 < γan

a +n 1 < γa a +
n n

2 < γa +
n

1 < γ a2
n

a =
n=1

∑
∞

n ( + ) =
n=1

∑
−1n

n= n

∑
∞

numero+ a +
m=0

∑
∞

n
m⇒ γ a =

m=0

∑
∞

m
n

a γ →
n

m=0

∑
∞

m q = γ < 1 → converge

a lim =∑
nn

n!
n

an

an+1 lim =
nn
n!

(n+1)n+1
(n+1)!

lim
(n+ 1)n+1
(n+ 1)!

!n
nn

lim( ) =
n+ 1

n n <
e

1
1 → converge

:
n→+∞
lim n an

> 1 ∑

= 1

< 1 ∑

∄ lim n an <n an 1

lim sinn =n→∞

https://www.youmath.it/forum/analisi-1/12334-criterio-del-rapporto-per-serie-numeriche-dimostrazione.html
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Esempio:  

converge.

Serie a segno qualsiasi
Se il  esiste finito, la serie converge semplicemente

Se il  esiste finito, la serie converge assolutamente

Teorema: Se  converge assolutamente  converge semplicemente

Se  converge  converge

Esempio:

Quindi converge anche la serie di partenza

Serie a segni alterni (Serie di Leibniz)

Teorema di Leibniz

Esempio 1:

Soddisfa il teorema di Leibniz, converge semplicemente.

Diverge assolutamente.

Esempio 2:

La serie di partenza converge assolutamente e di conseguenza anche semplicemente.

(1 −∑ ) →
n
3 n2 lim =n→∞

n an lim =n→∞
n (1 − )

n
3 n2 lim (1 −n→∞ ) =

n
3 n <

e3
1 1, la∑

lim ak→∞∑n=1
k

n

lim ∣a ∣k→∞∑n=1
k

n

a∑ n ⇒ a∑ n

∣a ∣∑ n ⇒ a∑ n

∣ ∣ ∣ ∣ <∑
n2

sinn
∑

n2
sinn

n2
sinn

→
n2
1

∑
n2
1

converge

Se a < 0 ⇒ a = (−1)∣a∣

(−1) b =
n=0

∑
∞

n
n b −0 b +1 b −2 b +3 b ... (b >4 n 0)

Se ⇒{
b → 0n

∀n b + 1 < bnn

(−1) b →∑ n
n converge semplicemente

∣ (−1) b −
n=0

∑
∞

n
n (−1) b ∣ <

n=0

∑
k

n
n b +k 1

(−1) =
n=0

∑
∞

n

n+ 1
1

1 − +
2
1

−
3
1

4
1

∣(−1) ∣ =
n=0

∑
∞

n

n+ 1
1

1 + +
2
1

+
3
1

4
1

(−1) ∣a ∣ =
n=1

∑
∞

n

n + n3

1
∑ n ∼∑

n + n3

1
n + n3

1
n3
1

→∑
n3
1

converge
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Determinare la somma con un valore  

Troviamo un valore di  per il quale  sia minore di 

Esempio 3:

Proprietà commutativa
Se la  converge assolutamente, vale la proprietà commutativa: a+b+c = c+b+a

Se la   converge semplicemente, ma non assolutamente, vale il Teorema di Riemann-Dini

Teorema di Riemann - Dini
Data la  converge semplicemente ma non assolutamente,   riordinamento degli  tale che la 
serie ordinata converge a  posso far convergere la sere a ciò che voglio

 segno qualsiasi

  positivi

  negativi 

< 10−2

∣ (−1) −
n=1

∑
∞

n

n + n3

1
(−1) ∣ <

n=1

∑
k

n

n + n3

1
10−2

∣ (−1) −
n=1

∑
∞

n

n + n3

1
(−1) ∣ <

n=1

∑
k

n

n + n3

1
b <k+1 10−2

b =k+1 (k + 1) + (k + 1)3

1

k bk+1 10−2

k = 3 b =k+1 NO
68
1

k = 4 b =k+1 <
130
1

10 SI−2

(−1) ≃
n=1

∑
∞

n

n + n3

1
(−1) =

n=1

∑
4

n

n + n3

1
− +
2
1

−
10
1

+
30
1

68
1

∑

∑

a∑n=1
∞

n ∀λ ∈ ℜ ∃ an

λ→

a →n

b →n an

c →n an

b ≥n 0 c ≥{
a → a > 0n n

0 → an < 0 n 0{
0 → a > 0n

a → an < 0n
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Esempio:

Altri esempi e serie di Taylor

∣a ∣ =∑ n b +∑ n −c diverge∑ n b =∑ n +∞

c =∑ n −∞

(−1) =
n=1

∑
∞

n+1

n

1
1 − +

2
1

−
3
1

=
4
1

ln2 = S → converge semplicemente

∣ (−1) ∣ =
n=1

∑
∞

n+1

n

1
→

n

1
diverge assolutamente

S = 1 − +
2
1

−
3
1

+
4
1

−
5
1

+
6
1

−
7
1

+
8
1

−
9
1

+
10
1

−
11
1

12
1

=
2
S

−
2
1

+
4
1

−
6
1

+
8
1

−
10
1

12
1

S + =
2
S

S =
2
3

1 + −
3
1

+
2
1

+
5
1

−
7
1

+
4
1

+
9
1

−
11
1

...
6
1

ln2 + ln2 =
2
1

ln2
2
3
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