Tabella Integrali

Integrali Primitive
1 [ ande 12850 e
2. [kdzconk € R 2. kx +c
3. [z ldz — [Lldz 3.ln|z| + ¢
4. feg”dzn 4.e* + ¢
5. [a®dz 5.5%5—%0
6. f sinzdr 6. —cosz + ¢
/. f coszdx 7. sinz + ¢
1
8. f coszar:dm 8. tanx + ¢
1
9. f sinZz 4 9. —cotanx + ¢
1
10. f Zrrde 10. arctanz + ¢
1
[ de N —fio tec
12. [ Vadr 12.2vVad +c— 22z + c
1
3. [ pde 13. +arctant + ¢
14.j'vT%;5dm 14. arcsinz + ¢
15.]‘;ﬁ§%§;dw 15. arcsing +c
16, [ 2idel gy [20 4 sy 6.2+ 3 4
: T T T °3 2
17. [ cos(2z)dx 17.52%22 +c
18. [ Shzdz 18.Chx + ¢
19. [ Chzdz 19. Shx + ¢
20. [ cos’zdx — [ 1(1 + cos(2z))dx 20. 1(z + 2]y 4 ¢
21. [ sin*xdz 21. —1sin(z)cos(z) + o+ c — 3(x —
sin(2m)) +e
g
22. Yn|1 + 2| + ¢
23. [ Fdx 2
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24. f 1 d:z: 23. —cotanhx + ¢
25. f sindx 24. tanhz + ¢

26. [ cos®zdz 25. —Lsin(z)" lcos(z) + =L«
1 [ sin(z)" 2dz

26. Zcos(x)" Lsin(z) + =L * [ cos(x)" 2dx

27. 5-In|22 | + ¢
Integrali di funzioni composte
Integrali Primitive
'( [f@)

L[ [f(@))* * f'(z)da 150 +ccona7t -1
2. [ J}'g)) dz 2.In|f(z)| + ¢
3. ff’(x)ef 3./ ¢
4 [ f'(z)a! 485+
5. [ f'(z)sinf(z)dz 5. —cosf(x) +c
6. [ f'(z)cosf(z)dz 6. sinf(x) + ¢
7. f cosch 7.tanf(z) + c
8. f stf 8. —cotf(x) + ¢

f'(x) 9. aresinf(z) + ¢
9. [ L==—d

vmrmris
o) 10. arctanf(z) + ¢

Integrazione per parti

[ #@sla)de -

f'(z) — integro — f(x)
g(x) — derivo — ¢'(z)

¥ Esempio
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- +L053XSim x +)':CSL)\ o = = COSIx Simx +S4I(1~'S.Am.?')‘.)dﬂ
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F (idmzﬁd‘*: —CoS < 5im x| 4 x|~ ){54*?” olx | ~e 2 ((Simexolx = —oSx4im X+ X
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Integrazione per sostituzione

Se f & una funzione continua e g € una funzione derivabile con derivata continua, allora:
posto
[ fotnd@de=| sw—=v | = [ s
g (u)du = dv

¥ Esempio

/ (sinz)’coszdz

Poniamo sinx = t e sviluppiamo la sua derivata per trovare dt
sinr =t
cosxdr = dt

Sostituiamo la t e dx nell'integrale e risolviamo, ricordandoci di sostituire nuovamente sinz al
posto della t una volta risolto l'integrale:

t sinz?
/t3dt:Z+c: e

Gli integrali come questo, si risolvono con la sostituzione della z con una funzione trigonometrica. In
questo caso x = sin(t)

/ V1 2da
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Casi particolari - funzioni trigonometriche
/ cos"xsin™"xdzx

Caso 1 - Una delle due potenze n e m e dispari

Se solo una delle due potenze & dispari, la sostituzione consiste nel chiamare u la funzione con la
potenza pari, mentre quella con la potenza dispari viene "spezzata" in due: la singola potenza dispari
combinata con dx dara du, mentre la restante potenza pari dev'essere riscritta in funzione dell'altra

¥ Esempio

. cosx =t
/cos4xszn:v5md:z: = [ . . ]

derivata — —sinxdx = dt

/cos4xsznm4sznmd:13 = /cos esinztdt = /t4(1 —t*)2dt

5 2tT ¢
—/ (1 —2t* +th)dt = /t4 2+ t8dt = —— + = — — +¢

cos x  2cos’x cosgm

5+7 9

Caso 2 - Entrambe le potenze sono dispari

In questo caso entrambe possono essere sostituite con u. Ovviamente conviene sostituire quella con
la potenza pil elevata

Caso 3 - Entrambe le potenze sono pari

Occorre utilizzare le seguenti formule trigonometriche - oppure integrare per parti in maniera
ricorsiva.

1 + cos2x { 1 — cos2x
Ch’a = cos’z = ————— Sh’a = sin’z = ——————
2 2
9 1 .9 tan’z
st = ————— sine = ———
1+ tan“x 1+ tan“x
_ 2 . 2 . 2 2
cos2x = cos“x — sin“x — sin“x +cos’r =1
sin2x = 281Nrcosx
Formule parametriche sostituzione
_ z . _ 2t _1-£ 2
t =tank $INT = op cosT = 1703 de = Tpdt

Integrazione di funzioni razionali fratte

A(x) e B(x) sono polinomi in x
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1. Caso - grado di A(x) = grado di B(x)
¥ Si procede con la divisione tra polinomi.

¥ Divido il termine di grado massimo di sinistra (dividendo) con il termine di grado massimo di
destra (divisore), che rimane sempre lo stesso.

R(x) - resto della divisione.

Q(x) = quoziente (risultato) della divisione.

A(z) = B(z) * Q(z) + R(x)

Aw)  B]+Q@)  E@) , E@)
Bw) Bl B Y@ T B
A@) [ [ E@)
/B(m)‘/Q( ’*/B(m)

¥ Esempio
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Integrali Notevoli
Integrali Primitive
1 [ am1+bd:z: 1. Lnjaz + b + ¢
2. fﬁwdm 2. £arctan(“tt) + ¢
ax . 2
3 famz2+;tjrc 3.Injaz” + bz + |+ ¢
1
4. f mdm 4 i * (aa:er)" rte

_ 2az+b
(azZ+bzto)

5.f

1 1
> Tn* (az?+bztc)n T tc

2. Caso - grado di A(x) < grado di B(x)
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Se grado diB(x) =1

B(z) = px + q allora significa che il grado di A(x) & uguale a 0 e di conseguenza costante.

/ € dr= Eln\pm+q!+k
pT +q p

Se grado diB(x) =2
Questo implica che il grado di A(x) pud essere uguale a O oppure A(m) =px+q
B(z) = az® + bz + ¢

Bisogna calcolare il determinante A = b” — 4ac

Se DELTA > 0 ci sono 2 soluzioni reali e distinte x1,x2

B(z) = a(z — =1)(z — =) - scomposizione di B(x)

Aw) a0

alx —x)(z — ) alx—x1) (z— )

Per trovare a e 8 bisogna svolgere il sistema dopo aver impostato I'equazione:

a(z — ) + Bla(z — z1)) = A(z)

Risolviamo l'integrale:

/a(mixl) g (z —ﬂmg)dm -

¥ Esempio
B (A L Atla Bx . o
L= & (\./ Sfj_‘r;\jdh L} 3 T xi- 5 A 1‘1'?"'2_"5“?ff.'
Iﬁ["\]: 11 5] = i
Tl -3
(A 2 X = =
tars3fx-1) @2x+3)(x-4)
G2 NI - Y ()
(23} (x-1) [2¢83) | (=) C2mtd) (xF4)
ﬂ*'d*lﬁxf?‘-f‘:-f“i,‘. YOH’I'*:'?_ [, id__a_zﬁ q:4/q
8‘?’!?"..7\ 21 :,l'r:"f;-z.@:gf_ {B-qu

{t2< | . 4[5 35

(esd(X-1) | (2x43) (kP

JEEEal € on e e PN YRR
J [ &

+ -
Jl"a x =] 2

Lax4d

nre

I 2x 3 *-'.";Qm\f-\-ﬂ»c,

L

Se DELTA = 0 ci sono 2 soluzioni reali e coincidenti x1 = x2

Scomponiamo il denominatore B(x) > B(z) = a(z — z1)?
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Se A(x) = k &> & una costante:

— -2 —
_k—)/ ;z;—;z;l)z /(m acl de =

Se A(x) = px + Q:

Az) = pw+q—>/dm+

(z — z1)?

px - Il numeratore deve corrispondere alla derivata del denominatore B(z)

¥ Esempio
_@S:;:t dx Bl 3 %L, ¢4 B(K}_.Qg—a)
B Zatbxtl | A:Q |
YT (el | FT G [ B | b o
i # LK_';;Jz T X =0 "Hrl }t-’“{?" rq ; .G.‘.LK‘].-'— 1;‘:—6

xR-Gx 9] KiA.1q | 2T 6x19

i
| | I -f“_ . L

. \,. |
s £ 20 e B ER
) < lgaxd 2 Jheast L Y (x-3)"

i,;sjﬁ{_h_dx - E.S%f__ . %S__i»r*‘;—* hx

| ::?-;-Q,y\lj(z—ﬁg _*‘41 | (—)] j_ dx _i d-ﬁ = 32,,‘:( -G <! rq\ 3 .-{-.. d/‘"

| 5@-5)‘ L--a‘ | ' J@ 5)?

j“%g/rlvc-@xqq 1-3! iﬁ. =.3i9mLK“3}1*.§_ yC 2> 3 (x13)-8. ic
21 X =B > =2

Se DELTA < 0 non ci sono soluzioni reali

Metodo 1. Facciamo in modo che il numeratore px sia uguale alla derivata di B(x) e poi risolviamo
I'integrale.

Metodo 2. Scomponiamo il denominatore B(x) > B(z) = 1 + (sz +t)?

Se A(x) = k > & una costante:

k k s
1+ (sz+1t)? sJ) 1+ (sz+1t)?

Se A(x) = px + Q:

pT
Az) = ———d
(@) px+q_>/1+(sm+t)2 S

px - Il numeratore deve corrispondere alla derivata del denominatore B(z)

¥ Esempio
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G ( ax-L o “og'»l-b-h’wi T?’wmzﬂ@wj?‘
I Aex*+3
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1088 = d SQ' - e
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1 Undead) - \_;__ K

% 1}\2&;
{:'\’\" % —ni-l__ = A loxdg 2%
Jlll"ﬁ = .l 2 SI*’Q.A]L - [3

Integrazione di funzioni irrazionali per sostituzione

.jaxr—+b
cx+d

con ad - bc # 0 (se ad-bc = 0 I'espressione si riduce ad una costante), si razionalizzano mediante la

sostituzione:
Jar+b :
cx+d

Osserviamo che le funzioni razionali del tipo

Va$+b nﬁ/(w%—b n(/(w%—b
cx+d Vex+d Ver+d

Si razionalizzano ponendo n = m.c.m {ny, nz, n,}

/AT +b (i a:p—i—b)n&
cx+d cx+d
2. Analogamente, le funzioni del tipo

Vax + b, Vax +b,Vzx, Y

n __ o n—1
. dt b, o — n(ad — be)t gt
a— ctn (@ — ctn)?

1. Le funzioni irrazionali della forma:
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da cui:

n o n—1
/"/ax+bdw:/dt bn(ad — be)t g —
cx+d a—ctr  (a—ctn)?

D) —
/ x |z 1dm
z+1Vez+1

¥ Esempio

1+ 4t
127 (1 —¢2)2

/ fa-1 /2}+§§ L
z+1 m—i—l 144 (1—1¢2)?

tt 4+ 2
4 / T

dt

Effettuando la divisione tra polinomi:

t 4 ¢ S — 1 32 -1

(1—¢t2)2 1 —¢2)2
3t2 -1
b +4 | ——=dt
=
3t2—1_A+ B ,¢ D
Q-2 t—1 (@t—-12 t+1 (t+1)
1 1
A=1,B=-,C=-1,D==
2 2
/ da:—4t+4ln|t—1]———4ln]t+1\——+c
z+1
4t3_2t+4lnlt_1]+c
t2 -1 t+1

2(z —1—3)\/ —|—4ln|\/az —1—2z|+c¢c

3. Integrali di funzioni irrazionali della forma

Vazr?2+bzr+c

Con b? — 4ac # 0. Distinguiamo il caso a > 0 dal caso a < 0.

Sea > 0 la funzione vax2 + bx + c & definita su tutto R se b?> — 4ac < 0, mentre & definita per
valori esterni all'intervallo delle radici del polinomio az? + bz + ¢ se b> — 4ac > 0.

Tabella Integrali

10



Se a < 0 la funzione vax2 + bx + c & definita solo se b> — 4ac > 0 ed ha per dominio I'intervallo
[z1, 2] dove z1e x5 sono le radici di az? + bz + ¢

31a>0

Vax? 4+ bx +c=+/a(z +1)

Oppure:

vazr? +bxr+c=t+az

Oppuresec >0

Vaz? +bx+c=+/c—tz

/ (z — 1)dxac2 -2

V2 —-2=t—-z—ot=vz2-2+=z

(t—w)2:x2—2—>t2—2tsc+:132:a:2—2—>:c:t22+t2

¥ Esempio

242 2 —2

T , dr=——
2t 2t2

/ dx _/ 2 gt
(z—1)Va2—2 J 2 —2t+2

t?—2t+2=(F-2t+1)+1=(t—-1)7+1

2
/m:2“7’“9(t_1)+0=2arc¢9(vw2—2+m—1)+c

(A) Se b*> — 4ac > 0 e dunque az?® + bz + ¢ = a(z — 1 )(x — x3), dove z; e x5 sono le radici di
az? + bx + ¢, si ottiene:

Vaz? +bz+c= \/a(:c—:cl)(w—wg):\/am—wlh/ z_?
— T

dove il segno di x — x; dipende dall'insieme di definizione della funzione:

vVazx? +bx+c— To T =t

r —

¥ Esempio 11

/(w—l)\/ad;;BTM
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Va2 —3c+2=/(zc—1)(z—-2)=|z—1

T —2
rz—1

/(m—l)\/j:fTM:/(x_l),mdf” a2

1

Sex <™
1 z—1
— d
/kx—D2Vx—2x
Sex>2:
1 -1
/ \/x dx
(x—12Vaz-—2
In entrambi i casi si pone i—:; =t

(B) Se b%> — 4ac < 0 e la funzione razionale f & "semplice" nella variabile x a volte ci si pud
ricondurre, dopo aver completato il quadrato nelo polinomio radicando, ad un integrale risolvibile
mediante una sostituzione trigonometrica inversa della tangente:

¥ Esempio 1.2

/ dx
V2 -2z +5
2’ -2z +5=(2"+2z+1)+4=(z+1)*+4

Postot=x +1

/ dr B / dt
V2 -2z +5 Vit +4
e quindi, posto t = 2tgh — dt = 2sec’0df e \/t2 + 4 = 2sinf

risulta:

2
/ 2sec 6d0 _ /se00d9 = In|secd +tgf| + c
2sec

t2+4 t Vet +2z+5 z+1
In| 5 +§y+c:ln\ 3 +—3 |+c+c=In|vVa?+2z+5+z+1/+c

3.2a<0
La funzione v/ax2 + bx + c esiste solo se & b*> — 4ac > 0
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Vaz? +bz+c=+/—a(@ —z1)(@ — 22) = V—a|z — 21|

La funzione si pud razionalizzare ponendo: ﬁ =t

¥ Esempio 2.1

/ (1+ :Jc;)if/m

La funzione v/1 — z2 & definita per ¢ € [—1;1], inoltre essendo
x —|— 1
Vi—-z22=y/—(z—-1)(z+1)=+/1—-2)(z+1) =1 —2|
-z

Posto t = ,/91”—“9 ottiene

1—¢2 —4¢

112 T Ire)y

e quindi per |1 — x| =1 — z per ogni z € [—1;1]

/ dz _/ 1 ==, [14+£
QA+a)Vi-a2 J 1+2)(1-2)V1+2 14 ¢

Da cui essendo 1 + ¢4 = (£ 4+ v/2t 4+ 1)(t? — V2t + 1)

1+ ¢ At + B Ct+ D

= +
L+t 242t+1  £2-+2t+1

Si ottiene A =0,B = %,C’:O,D:%

Risultato:

—1)+c

/(1+wdm 2(17—|—1)+1) 1 ( 2(x+1)

——arctan — ——arctan
2)V1 —332 \/_ ( 1-z V2 1—=z

Osserviamo che spesso, quando la funzione f & "semplice” nella variabile x, & conveniente completare
il quadrato sotto radice e ricondursi ad un integrale elementare o ad un integrale risolvibile mediante
una sostituzione trigonometrica inversa del seno.

¥ Esempio 2.2

/ dx
V24 3z — 2z2
Completando il quadrato sotto radice si ottiene

/VF¢TIf;__ V2

z -3
5)

arcsm( +c

Osservazione
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Gli integrali della forma

_ pzt+gq

\/aar:2 —|—b:z:—|—c

Si calcolano pil facilmente tenendo conto del fatto che mediante semplici passaggi algebrici ci si
puo ricondurre al calcolo della seguente somma di integrali:

(2az +b) _ Qaztb) .o /
vazx? +bxr+c \/am2+bx+c

Con K e L costanti.

¥ Esempio

_ 2z—-8 —2z—-1
\/l—x—xz \/l—x—xz /\/1—1:—:1:2

Integrali Binomi
Dati o, 8,7y € @, l'integrale

/ z%(a + bz’ ) dx

Si pud risolvere con uno dei tre casi:

1. v € Z— sey > 0 l'integrale & immediato, se v < 0 é sufficiente porre £ = t™, ove m & il minimo
comune multiplo tra i denominatori di « e di ;

2. &4l ¢ 7_ siponea + bzf = t™, ove m & il denominatore di ;

B
3. "TH + € Z— siponeazx™® +b=t", ove m & il denominatore di 7;
Integrali abelliani
/R az? + bx + c)d

Dove R & una funzione razionale; vi sono tre casi:
1. a > 0—si pone vVaz? + bx + ¢ = y/ax + ¢
2. ¢ > 0—sipone Vaz? +br +c=+/c+tz

3. a < 0eb® — 4ac > 0— dette z1e x5 le radici del radicando (cioé le soluzioni di az? 4+ bz + ¢ =
0), si pone azx? + bx + ¢ = (z — z1)*t?, ovvero a(z — x1)(z — z2) = (z — 1 )*#?

Integrali impropri limitati

Caso 1:

Se l'intervallo (a; b] e limitato, o la funzione ¢ limitata, si parla di integrali impropri.

Caso 1.1:
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f continua (a;b] lim, .+ f(z) = £oo a & un asintoto verticale

b
lim f(z)dx
€207 Jote

1. 3 finito — fab f(x) — converge
2.3 o0 — f; f(z) — diverge

3. 4 — f; f(x) — indeterminato

Caso 2.1:
f continua (a;b] lim, .+ f(z) = £oo lim, - f(z) = +o0
Si spezza l'integrale prendendo un punto c nell'intervallo

b—e

lim f(x)dz + li%l f(x)dz
e—0% J.

e—07" ate

Tenere a mente

1 .
— = lim —dz
0 iL’a e—0t € :Ea

Se: a > 1 diverge

Se: o < 1 converge » —L-

Stabilire se converge:

Criterio del confronto
f,g continue (a;b] e f,9 —eat00 0 < f(z) < g(z)

(vanno all'infinito con due velocita diverse)

b b
/ g converge = / f convergera
a a

b b
/ f diverge = / g divergera
a a

Criterio del confronto asintotico

+

f,g continue (a;b] e f,9>0 f,9—4 qr +0 f(x) ~*7% g(x)

b b
converge @ <— converge
g g g
a a

f cambia segno ripetutamente

f continua (a;] f cambia segno per z — a™

Tabella Integrali
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b b
/ |f(z)] converge = / f(x) converge
a a

NON VICEVERSA.

Integrali impropri illimitati

Caso 2.1:

f continua € [a;+00) e limitata

lim /aR f(x)dx

R—+00

1. 3 finito — f;oo f(x) — converge
2.3 oo — [ f(x) — diverge

3. 3 — fl:roo f(x) — indeterminato

f continua € (—o0; b

b

Caso 2.2:
f continua (—o0;+00) [ f(z)dz + f:oo f(z)dz

Si spezza l'integrale prendendo un punto c nell'intervallo

c R
lim / f(z)dx + Rlilf / f(z)dx
—-R —+0o0 Je

R—+o00

Se entrambi gli integrali esistono e sono finiti separatamente, allora l'integrale converge

Tenere a mente

“+o00 1 +o00 1
/ = lim —dz
1

¥ Rotoo )y P

Se: 8 > 1 converge
) : 1
Se: B < 1 diverge > 71

Stabilire se converge:

Criterio del confronto
f,g continue [a;+00) 0 < f(z) < g(z) perogniz € [a;+00)

(vanno all'infinito con due velocita diverse)

Tabella Integrali

16



+o00 +00
/ g converge = f convergera
a a

+00 +00
f diverge = / g divergera
a

a

Criterio del confronto asintotico
f,g continue [a;+00) e f,g>0 f(z)~*7T°g(z)

+00 +00
f(x)dx converge <= / g(x)dz converge
a

a

Se f(x) non & sempre positiva (oscilla)

+00 +oo
/ |f(z)|dz converge = f(z)dx converge

a
¥ Esempio

La funzione cosx per x — o0 oscilla (non & né definitivamente positiva né definitivamente

negativa).
/+°° cosT /+°° |cosm’
2 2
a m a m

lcos:c| 1
z2 T g2

+001
/ F:>,3:2—>B>1—>com)erge
a

COST

Per il criterio del confronto quindi, converge anche o

Area delle superfici piane

La funzione & in parte negativa

Per calcolare I'area di figure che stanno in parte sopra l'asse x e in parte sotto, occorre scomporre le
aree e calcolare gli integrali negli intervalli dove la funzione ha segno costante (positivo o negativo),
tenendo presente che l'integrale di una funzione negativa va preceduto dal segno meno.

S— / ' e - /b ' fw)de
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¥ Esempio
y=a’€[-11]
0 1 40 41
1 1 1
Area = — 34 3dp — —F T (_iyii_2
rea /_1x :c+/0:c x 4_1+40 4)+ 5

Due funzioni delimitano una superficie chiusa

Area della superfici
da due funzioni e

Siano f(x) e g(x)
tinue definite

¥ Esempio

L
i N

el

y X
=l 5 ". v

=4 161

v

3 3
S = / (—4z® + 162 — 11)dz — / (z® — 4z + 4)dzx
1 1

Calcolo dei volumi dei solidi di rotazione

Dato il trapezoide ABCD esteso all'intervallo [a;b], delimitato dal grafico della funzione y = f(a:)
(positiva o nulla), dall'asse x e dalle rette x = a, x = b, si chiama volume del solido, che si ottiene
rotando il trapezoide intorno all'asse x di un giro completo, il numero espresso da:

Vzw*/bfZ(m)dm

¥ Esempio
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| ESEMPIO

1. Calcoliamo il volume V del solido
ottenuto dalla rotazione completa
attorno all’asse x della regione di
piano delimitata dal grafico della

funzione y = e, per x nellinter-
vallo [—1; 1].

» Figura 21 i solido ottenuto dalla rotazio-
necompletadella funzioney = e*, con
-15x<1, ' Lo rediies

Lunghezza di un arco di curva e l'area di una superficie di rotazione

Data la funzione y = f(x), derivabile nell'intervallo [a;b], si chiama lunghezza della curva, che

rappresenta il grafico della funzione, limitata dalle rette di equazione x = a, x = b, il numero espresso
da:

b
- / 14 [f (e)de
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¥ Esempio

Abbiamo
| = 2ur;

L'area di una superficie di rotazione

Se la curva precedentemente considerata viene fatta ruotare con una rotazione completa attorno
all'asse x, si ottiene una superficie di rotazione.

Data la funzione y = f(ac), derivabile nell'intervallo [a;b], si chiama area della superficie, che si
ottiene ruotando in una rotazione completa il grafico della funzione, limitato dalle rette di equazione
X = a, X = b, il numero espresso da:

S = 271'/ f(@)* /14 [f'(z)2dz
¥ Esempio

Calcoliamo I'area della superficie della sfera di raggio r, ottenuta dalla rotazione completa della
semicirconferenza di equazione y = 1/r2 — x2 attorno all'asse x.
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