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Vettori
É un segmento orientato che ha direzione, verso e modulo. 

Direzione → segmento su cui poggia il vettore;

verso → punta del vettore

modulo → lunghezza del segmento (norma) 

Versore → vettore di modulo unitario 

Prodotto di un vettore per un numero 
 → vettore, 

 → stessa direzione, stesso verso (oppure opposto ), lunghezza 

Esempio: se , la direzione e il verso sono uguali, la lunghezza è 3 volte quella di 

Proprietà: 
omogeneità: 

compatibilità: 

distributiva: 

Somma tra due vettori
Dati  e ,  si esegue con la regola del parallelogramma

Proprietà:
commutativa: 

associativa: 

 elemento neutro: 

 opposto:  

Prodotto scalare: 
Prodotto tra due vettori che dà come risultato un numero

Proprietà:
commutativa: 

omogeneo: 

distributiva: 

∣∣V ∣∣ = V + V + V1
2

2
2

3
2

∣∣v∣∣
v

=P PA B
⎣
⎢
⎡x − xB A

y − yB A

z − zB A
⎦
⎥
⎤

v λ ∈ ℜ

λv λ > 0,λ < 0 ∣λ∣ ∗ ∣∣v∣∣

λ = 3 v

λ(uv) = (λu)v

∣∣λv∣∣ = ∣λ∣ ∗ ∣∣v∣∣

λ(v + w) = λv + λw (λ+ u)v = λv + uv

v w v + w

v + w = (v +1 w ) +1 (v +2 w ) +2 (v +3 w )3

v + w = w + v

(u+ v) + w = u+ (v + w)

∃ z : ∀v + z = v z = 0 → v + 0 = v

∃ ∀v = 0 ∃u : v + u = u+ v = 0 ⇒ u = −v

v ⋅ w = ∣∣v∣∣ ∗ ∣∣w∣∣ ∗ cosα

v ⋅ w = w ⋅ v

(λ ⋅ v) ⋅ w = v ⋅ (λ ⋅ w) = λ ⋅ (v ⋅ w)

u ⋅ (v + w) = u ⋅ v + u ⋅ w
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positività:  e 

Esempio:  con 

Proprietà: 

Dimostrazione
I termini sono cancellati perché i versori  sono  tra di loro e quindi il prodotto è 0

Vettori perpendicolari: 

Proiezioni ortogonali

Prodotto vettoriale
Prodotto che dà come risultato un vettore. Direzione perpendicolare a entrambi.

Proprietà:
anticommutativa: 

omogeneità: 

distributiva: 

Se 

Proprietà: 

Dimostrazione

u ⋅ u ≥ 0 u ⋅ u = 0⟺ u = 0

∣∣u∣∣ = u ⋅ u

v ⋅ w = 0 → v ⊥ w → v ∗ w ∗ cos90° = 0 v,w = 0

v = v i +1 v j +2 v k w =3 w i +1 w j +2 w k3

v ⋅ w = v w +1 1 v w +2 2 v w3 3

i, j,k ⊥

v ⋅ w = v w (i ∗1 1 i) + +v w (i ∗ j)1 2 +v w (i ∗ k)1 3 +v w (j ∗ i)2 1 v w (j ∗2 2 j) + +v w (j ∗ k)2 3 +v w (k ∗ i)3 1 v w3 2

v ⋅ w = 0

∣∣v∣∣ ∗ ∣∣w∣∣ ∗ sinα

v ∧ w = −w ∧ v

(λv) ∧ w = v ∧ (λw) = λ(v ∧ w)

u ∧ (v + w) = u ∧ v + u ∧ w

v ∧ w = 0 (v,w = 0) ⇒ v ∥ w (v = λw) → w ∗ v ∗ sin0 = 0

v = v i +1 v j +2 v k w =3 w i +1 w j +2 w k3

v ∧ w = (v w −2 3 v w )i +3 2 (v w −3 1 v w )j +1 3 (v w −1 2 v w )k2 1

v ∧ w = +v w (i ∗ i)1 1 v w (i ∗1 2 j) + v w (i ∗1 3 k) + v w (j ∗2 1 i) + +v w (j ∗ j)2 2 v w (j ∗2 3 k) + v w (k ∗3 1 i) + v w3 2

(v w −2 3 v w )i +3 2 (v w −3 1 v w )j +1 3 (v w −1 2 v w )k2 1
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Vettori paralleli: 

Proprietà prodotto vettore:

Prodotto misto:  
Si esegue sempre prima il prodotto vettoriale

Proprietà:
ciclico: 

 complanari (giacciono sullo stesso piano)

  volume parallelepipedo

Area della figura tra due vettori:  

Volume della figura:  

Piano
Equazione Cartesiana del piano: 

Piano verticale: possiede un vettore perpendicolare orizzontale nella forma , pertanto il generico 
piano verticale avrà come equazione 

Piano orizzontale: il suo vettore perpendicolare verticale, nella forma , l'equazione di  è allora 
. Un qualsiasi piano orizzontale passante per un punto, ha in comune con il punto solo la coordinata z. 

Esempio: , 

Piano parallelo a y: il versore del piano è perpendicolare al versore  (retta y)

Piano passante per l'origine: la 

Piani particolari

Piano parallelo a un asse coordinato
 è un piano parallelo all'asse 

 è un piano che contiene l'asse 

 è un piano parallelo all'asse 

 è un piano che passa per l'asse 

 è un piano parallelo all'asse 

 è un piano cui appartiene l'asse 

Piano parallelo a un piano coordinato
 è parallelo al piano 

Piano  ha equazione cartesiana 

 è parallelo al piano 

Piano  ha equazione cartesiana 

 è parallelo al piano 

v ∧w = 0

→{
v ⊥ j

v ⊥ QP
v = j ∧QP

u ⋅ (v ∧w)

u ⋅ v ∧ w = v ⋅ w ∧ u = w ⋅ v ∧ u

u ⋅ v ∧ w = 0⟺ u, v,w

u ⋅ v ∧ w = 0⟺ ∣∣u ⋅ v ∧ w∣∣ =

∣∣v ∧w∣∣

∣∣v ∧w ⋅ u∣∣

β : ax+ by+ cz = d

P(xo;yo; zo) d = ax +0 by +0 cz0

ai + bj + 0k
ax+ by = d

0i + 0j + ck β

cz = d

P(1, 2, 11) β : z = 11

j

d = 0

ax+ by+ d = 0 z

ax+ by = 0 z

ax+ cz + d = 0 y

ax+ cz = 0 y

by+ cz + d = 0 y

by+ cz = 0 x

cz + d = 0 xy

xy z = 0

by+ d = 0 xz

xz y = 0

ax+ d = 0 yz
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Piano  ha equazione cartesiana 

 al piano 

 al piano 

 al piano 

Due piani

Possono essere: 

coincidenti: 

paralleli:  oppure 

incidenti: 

perpendicolari: 

Piano passante per un punto, perpendicolare a un dato vettore
Equazione del piano  perpendicolare al vettore  e passante per il punto A( ) 

Oppure imponiamo che  dove 

Equazione cartesiana del piano con due vettori e un punto

Dato che  sono paralleli al piano possiamo utilizzarli per determinare le componenti di un vettore ortogonale al 
piano, e dunque risalire all'equazione cartesiana. La direzione ortogonale è individuata dal prodotto vettoriale tra  e 

yz x = 0

z = k ∥ xy

y = k ∥ xz

x = k ∥ yz

P :1 a x+1 b y+1 c z =1 d P :1 2 a x+2 b y+2 c z =2 d2

=
a2

a1 =
b2

b1 =
c2

c1
d2

d1

=a2

a1 =b2

b1 =c2

c1  d2

d1 (a+ b+ c) = λ(a+ b+ c)

∄ (v ) :1 λ =
⎣
⎢
⎡a1
b1
c1⎦
⎥
⎤

(v ) :2 λ
⎣
⎢
⎡a2
b2
c2⎦
⎥
⎤

v ⋅1 v =2 0

β u = 7i + 3j − 2k 1; 3;−2

β : 7x+ 3y− 2z = d

d = 7 ∗ (1) + 3 ∗ (3) − 2 ∗ (−2) = 20

β : 7x+ 3y− 2z = 20

u ⋅ AP = 0 P = (x;y; z)

⋅
⎣
⎢
⎡7
3
2⎦
⎥
⎤

=
⎣
⎢
⎡x− 1
y− 3
z + 2⎦

⎥
⎤

7x+ 3y− 2z − 20 = 0

P (x ,y , z ) v =0 0 0 0 l i +1 m j +1 n k w =1 l i +2 m j +2 n k2

v,w
v

w

v ∧ w = det
⎝
⎜
⎛ i j k

l m n1 1 1

l m n2 2 2
⎠
⎟
⎞
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Piano passante per il punto P e Q e parallelo all'asse y

Il piano è  all'asse  e contiene il segmento , quindi il suo vettore perpendicolare v dev'essere 

contemporaneamente perpendicolare all'asse y e perpendicolare al vettore , allora il vettore direzione del piano 
sarà  (per le proprietà del prodotto vettore). 

Per ricavare la d, imponiamo il passaggio per uno dei due punti. 

Piano passante per un punto, parallelo a un piano dato
Equazione del piano  parallelo al piano  e passante per il punto P( ) 

Piano passante per una retta e parallelo a un'altra retta

Uno degli assi è contenuto nel piano

∥ y QP

QP

v = j ∧QP = 6i − 3k

β : 6x− 3z = d

P(5, 7, 11) Q(2, 1, 5)
d = 6 ∗ 5 − 3 ∗ 11 = −3

β : 6x− 3z = −3

β x− 2y+ 3z = 20 1; 2;−5

=
a2

a1 =
b2

b1 =
c2

c1


d2

d1

d = 1 ∗ 1 − 2 ∗ 2 + 3 ∗ (−5) = −18

β : x− 2y+ 3z = −18
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Contiene l'asse x: allora 

Contiene l'asse y: allora 

Contiene l'asse y: allora 

Esempio:   contiene l'asse y poiché b = 0

Esempio:  ,   contiene l'asse x e passa per P.
 →  → 

Fasci di piani non paralleli 

 (numeri reali)

Fascio di piani contenente il punto  

 supponiamo che  , 

Fasci di piani paralleli

Determinare l'equazione del Fascio di piani paralleli al piano  
, che contiene il punto 

Piano passante per tre punti

d = 0

β : ax+ by+ cz = 0

a = 0

b = 0

c = 0

x+ 3z = 0

P(5, 7, 11) β

by+ cz = 0 7b+ 11z = 0 b = 11, c = −7

β : 11x− 7z = 0

λ(a x+1 b y+1 c z −1 d ) +1 u(a x+2 b y+2 c z −2 d ) =2 0

λ,u ∈ ℜ

P(1, 2, 3)

β :1 x+ y− z = 2 β :2 2x− y+ 3z = 8

λ(x+ y− z − 2) + u(2x− y+ 3z − 8) = 0

λ(1 + 2 − 3 − 2) + u(2 − 2 + 9 − 8) = 0

u = 2λ λ = 1 u = 2

(x+ y− z − 2) + 2(2x− y+ 3z − 8) = 0

β :∗ 5x− y+ 5z = 18

Fascio : ax+ by+ cz = λ

λ ∈ ℜ

β

β : 2x+ 3y− z = 3 P(1, 1, 1)

d = 2 ∗ 1 + 3 ∗ 1 − 1 ∗ 1 = 4

β :∗ 2x+ 3y− z = 4
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Parametri direttori di un piano in forma cartesiana e parametrica  n = (a, b, c)

ax+ by+ cz + d = 0
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Rette nello spazio
Rette perpendicolari: 

Rette parallele: 

Equazione parametrica

, 

Equazione generale

v ⋅1 v =2 0

=
a2

a1 =
b2

b1  c2

c1

=
⎣
⎢
⎡x
y

z⎦
⎥
⎤

+
⎣
⎢
⎡x0
y0
z0⎦
⎥
⎤

t
⎣
⎢
⎡a
b

c⎦
⎥
⎤

P(x ,y , z )0 0 0 v = ai + bj + ck

xi + yj + zk = (x +0 at)i + (y +0 bt)j + (z +0 ct)k

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪⎧x = x + at0

y = y + bt0

z = z + ct0

=
a

x− x0 =
b

y− y0

c

z − z0
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Equazione cartesiana

Caso 2 Una componente del vettore direzione è nulla

v = li +mj + nk
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Da cartesiano a parametrica

Poniamo una variabile qualsiasi = t

Da parametrica a cartesiana

{
x+ 3y− z = 2
2x+ y = 1

x = t→ →{
z = t+ 3y− 2
y = 1 − 2t ⎩⎪⎪

⎨
⎪⎪⎧x = t

y = 1 − 2t
z = 1 − 5t
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Due rette
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coincidenti:  è  a  o a 

parallele:  → 

incidenti: non essendo parallele, hanno un punto in comune

v =1 λv →2 P P1 2 ∥ v1 v2

v ∥1 v2 =
a2

a1 =
b2

b1  c2

c1
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sghembe: non essendo parallele, non hanno nessun punto in comune (stanno su due piani diversi).

perpendicolari: 

Retta passante per due punti
Scegliamo le coordinate di uno dei due punti e come vettore direzione il vettore 

Esempio retta passante per   e  

v ⊥ v =1 (a ∗1 a ) +2 (b ∗1 b ) +2 (c ∗1 c ) =2 0

P P1 2

P(1, 2, 3) Q(2, 1,−5)
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Scegliamo il punto P 

Retta parallela al vettore   e passante per  

Retta parallela all'asse y passante per  

Retta parallela a una retta data passante per  

Retta passante per  , incidente e perpendicolare all'asse x

Per essere perpendicolari, il versore della retta  deve essere perpendicolare al versore dell'asse x  → 

La retta è incidente all'asse x, il che significa che deve passare per un punto dell'asse x, avente cioè coordinate 

Poiché la retta è perpendicolare all'asse x, l'ascissa deve essere uguale a quella del punto, quindi 

La retta dovrà passare per il punto  e 

Scegliamo il punto 

Punto in comune tra due rette 

=PQ (1,−1,−8) = i − j − 8k

retta : =
⎣
⎢
⎡x
y

z⎦
⎥
⎤

+
⎣
⎢
⎡1
2
3⎦
⎥
⎤

t
⎣
⎢
⎡ 1
−1
−8⎦
⎥
⎤

v = i− j + k P (1, 4,−9)

retta : =
⎣
⎢
⎡x
y

z⎦
⎥
⎤

+
⎣
⎢
⎡ 1
4
−9⎦
⎥
⎤

t
⎣
⎢
⎡ 1
−1
1 ⎦
⎥
⎤

P(2, 4,−1)
v = 0i + j + 0k = j

retta : =
⎣
⎢
⎡x
y

z⎦
⎥
⎤

+
⎣
⎢
⎡ 2
4
−1⎦
⎥
⎤

t
⎣
⎢
⎡0
1
0⎦
⎥
⎤

P(−10, 3, 2)

retta : =
⎣
⎢
⎡x
y

z⎦
⎥
⎤

+
⎣
⎢
⎡1
2
3⎦
⎥
⎤

t
⎣
⎢
⎡ 3
−2
−5⎦
⎥
⎤

retta ∥: =
⎣
⎢
⎡x
y

z⎦
⎥
⎤

+
⎣
⎢
⎡−10
3
2 ⎦
⎥
⎤

t
⎣
⎢
⎡ 3
−2
−5⎦
⎥
⎤

P(7, 3, 5)

v i v ⋅ i = 0

(x , 0, 0)∗

x =∗ 7 →
P (7, 0, 0)2

P P2

=P P2 (0, 3, 5)

P

retta : =
⎣
⎢
⎡x
y

z⎦
⎥
⎤

+
⎣
⎢
⎡7
3
5⎦
⎥
⎤

t
⎣
⎢
⎡0
3
5⎦
⎥
⎤

s : =
⎣
⎢
⎡x
y

z⎦
⎥
⎤

+
⎣
⎢
⎡1
2
3⎦
⎥
⎤

t
⎣
⎢
⎡ 1
−3
2 ⎦
⎥
⎤

t : =
⎣
⎢
⎡x
y

z⎦
⎥
⎤

+
⎣
⎢
⎡2
0
1⎦
⎥
⎤

t
⎣
⎢
⎡ 2
1
−1⎦
⎥
⎤
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Eliminando 

Le prime due equazioni sono verificate se  e , ma questi valori non soddisfano la terza equazione e 
quindi le due rette NON hanno alcun punto in comune.

Un punto   appartiene a una retta data?

Deve esistere un particolare valore del parametro tale per cui le tre relazioni devono essere simultaneamente 
verificate. Deve esistere un unico  che verifichi le tre equazioni.

Poiché le tre equazioni non sono verificate simultaneamente,  non appartiene a 

Piano e retta

retta contenuta in :  si prendono le coordinate del punto  e si inseriscono nell'equazione del piano: 

Oppure → 

retta  Piano: se  (versore del piano) e  (versore della retta), , e   

retta incidente al piano: 

retta :   (i due vettori devono essere paralleli)

determinare il punto di intersezione tra retta e piano: 

Metto a sistema l'equazione cartesiana della retta, con l'equazione del piano.

Trovo la  e la sostituisco per trovare 

Rette e fasci di piani

=
⎣
⎢
⎡x

∗

y∗

z∗⎦
⎥
⎤

+
⎣
⎢
⎡1
2
3⎦
⎥
⎤

t e =1
⎣
⎢
⎡ 1
−3
2 ⎦
⎥
⎤

⎣
⎢
⎡x

∗

y∗

z∗⎦
⎥
⎤

+
⎣
⎢
⎡2
0
1⎦
⎥
⎤

t2
⎣
⎢
⎡ 2
1
−1⎦
⎥
⎤

x ,y , z∗ ∗ ∗

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪⎧1 + t = 2 + 2t1 2

2 − 3t = t1 2

3 + 2t = 1 − t1 2

t =1 7
5 t =2 7

−1

P(−1, 9,−2)

r : xi + yj + zk = (2 + t)i + (3 − 2t)j + (4 + t)k

t

→
⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪⎧−1 = 2 + t

9 = 3 − 2t
−2 = 4 + t

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪⎧t = −3

t = −3
t = −6

P r

=
⎣
⎢
⎡x
y

z⎦
⎥
⎤

+
⎣
⎢
⎡x0
y0
z0⎦
⎥
⎤

t , β :
⎣
⎢
⎡a
b

c⎦
⎥
⎤

ax+ by+ cz = d

β (x ,y , z )0 0 0

ax +0 by +0 cz =0 d

n ⋅ v = 0,P (x ,y , z ) ∈0 0 0 0 β

∥ n v n ⋅ v = 0 P(x ,y , z ) ∈0 0 0 / β

n ⋅ v = 0

⊥ β v = λn

t (x,y, z)
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Scrivere la retta in forma cartesiana e utilizzare la formula del fascio di piani. 

Esempio

Piano passante per una retta e un punto

Scrivere l'equazione del piano   contenente il punto   e la retta

Preso il vettore direzione  della retta e un punto Q appartenente ad essa, il piano  sarà  ai vettori  e  e 
passerà per P. 

Ponendo  nelle equazioni cartesiane della retta si ricava:

 e 

pertanto  e 

Il vettore  è perpendicolare anche a  e 

OPPURE
Il piano  appartiene senz'altro al fascio  avente la retta come supporto:

e sarà l'unico piano di  a passare per il punto P, inserendo le coordinate di  nell'equazione di  ricaviamo 
l'uguaglianza:

, poniamo 

s : =
⎣
⎢
⎡x
y

z⎦
⎥
⎤

+
⎣
⎢
⎡2
3
1⎦
⎥
⎤

t
⎣
⎢
⎡ 1
−1
2 ⎦
⎥
⎤

x− 2 = 3 − y =
2

z − 1

{
x+ y = 5
2y+ z = 7

Fascio : λ(x+ y− 5) + u(2y+ z − 7)

β P(6, 1, 1)

{
x+ 2z = 2
x− y− z = 3

vr β ⊥ vr QP

z = t

x = 2 − 2t y = x− z − 3 = −1 − 3t

s : =
⎣
⎢
⎡x
y

z⎦
⎥
⎤

+
⎣
⎢
⎡ 2
−1
0 ⎦
⎥
⎤

t
⎣
⎢
⎡−2
−3
1 ⎦
⎥
⎤

v =r 2i + 3j − k Q(2,−1, 0)

=QP (4, 2, 1) = 4i + 2j + k

v ⊥β β vr QP

v =β v ∧r =QP 5i − 6j − 8k

d = 5 ∗ 2 − 6 ∗ (−1) − 8 ∗ 0 = 16

β : 5x− 6y− 8z = 16

β F

Fascio : λ(x+ 2z − 2) + u(x− y− z − 3) = 0

F P F

λ(6 + 2 ∗ 1 − 2) + u(6 − 1 − 1 − 3) = 0

u = −6λ λ = 1,u = −6

β : (x+ 2z − 2) + −6(x− y− z − 3) = 0 → β : 5x− 6y− 8z = 16
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Distanze nello spazio

Distanza punto - punto 

Distanza punto - piano
É la distanza tra il punto e la proiezione ortogonale del punto sul piano

,  che passa per 

Dimostrazione

dist(P ,P ) =0 1 ∣∣ ∣∣ =P P0 1 (x − x ) + (y − y ) + (z − z )1 2
2

1 2
2

1 2
2

P (x ,y , z )∗ ∗ ∗ ∗ β P (x ,y , z ) ⊥0 0 0 0 v =
⎣
⎢
⎡a
b

c⎦
⎥
⎤

d = ax +0 by +0 cz0

dist(β,P ) =∗

a + b + c2 2 2

∣ax + by + cz − d∣∗ ∗ ∗

dist = ∣∣ v∣∣ =
v ⋅ v

vP P0 ∗
=

∣∣v ∣∣2
v∣∣P P0 ∗

v =
a + b + c2 2 2

∣a(x − x ) + b(y − y ) + c(z − z )∣∗
0

∗
0

∗
0

a + b + c2 2 2

∣ax + by + cz − d∣∗ ∗ ∗
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Distanza piano - retta

retta  → distanza = 0

retta e  sono incidenti → distanza = 0

retta  →  distanza punto - piano

Distanza tra due piani

coincidenti → distanza = 0

incidenti → distanza = 0

paralleli →  distanza punto - piano

β : P (x ,y , z ) ⊥0 0 0 0 v = r :
⎣
⎢
⎡a
b

c⎦
⎥
⎤

P (x ,y , z ) v =1 1 1 1 1
⎣
⎢
⎡a1
b1
c1⎦
⎥
⎤

∈ β

β

∥ β dist(P ,β)1

α : a x+1 b y+1 c z β :1 a x+2 b y+2 c z2

dist(P ,β)1
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Distanza punto - retta 
 Ricaviamo l'equazione del piano , passante per il punto . 

 Determiniamo dove la retta interseca il piano , chiamando  questo punto

 Calcolare la distanza tra il punto  e il punto 

Se il punto appartiene alla retta, la distanza punto-retta è nulla. 

OPPURE: 

(con  si indica il modulo del prodotto vettore, quindi la  dati dal risultato dell'operazione. 

Distanza tra due rette
 diretta come ,  diretta come 

coincidenti, incidenti → distanza = 0

parallele → , distanza punto - retta

sghembe :

OPPURE:

β ⊥ retta P(x ,y , z )0 0 0

β H

P H

∣∣v ∧ ∣∣P P0 ∗ i + j + k2 2 2

dist(r,P ) =∗ →
∣∣v∣∣

∣∣v ∧ ∣∣P P0 ∗

i + j + k2 2 2

∣∣v ∧ ∣∣P P0 ∗

dist(r,P ) =∗ →
∣∣v∣∣

∣∣v ∧ ∣∣P P0 ∗

i + j + k2 2 2

∣∣v ∧ ∣∣P P0 ∗

r :1 P (x ,y , z )1 1 1 1 v1 r :1 P (x ,y , z )1 1 1 1 v2

dist(P , r )1 2

dist(r , r ) =1 2 ∣∣v ∧ v ∣∣1 2

∣ ⋅ (v ∧ v )∣P P1 2 1 2
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Piano passante per una retta e parallelo a un'altra retta
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Dimostrazione

dist(r , r ) =1 2 ∣∣ ∣∣
(v ∧ v )1 2 (v ∧ v )1 2

(v ∧ v )P P1 2 1 2 (v ∧ v )1 2 ∣∣v ∧ v ∣∣1 2

∣ ⋅ (v ∧ v )∣P P1 2 1 2


